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Capítulo 1 
Conceptos generales 


Este capítulo presenta el concepto de mecánica del medio continuo y los 
elementos matemáticos necesarios para su descripción (Malvern 1969; 
Spencer 1990; Mase & Mase 1999; Goicolea 2002; Romero 2004; Wu 
2005). Se incluyen temas del algebra de matrices, vectores y tensores 
encaminados a la definición de las entidades físicas que serán estudiadas 
en los siguientes capítulos. Asimismo, se introduce las notaciones 
indicial y compacta para describir cantidades vectoriales y tensoriales. 


1.1. Concepto de Mecánica del Medio 
Continuo 

La mecánica del medio continuo o simplemente mecánica del continuo 
estudia el comportamiento mecánico de los sólidos y los fluidos en una 
escala macroscópica, ignorando la naturaleza discontinua del material, el 
cual se considera uniformemente distribuido en la totalidad del cuerpo. 

En la mecánica del continuo, una partícula de material se asocia a un 
punto del espacio ocupado por el cuerpo, al cual se le pueden atribuir 
cantidades de campo como la densidad, el desplazamiento y la velocidad 
entre otras. Dichas cantidades corresponden a funciones continuas en 
términos de la posición. 

La mecánica es la ciencia que describe la interacción entre la fuerza y 
el movimiento. En consecuencia, las variables presentes en la mecánica 
del continuo son, por un lado, las variables relacionadas con las acciones 
como las fuerzas por unidad de superficie o de volumen, y por otro lado, 
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las variables cinemáticas como el desplazamiento, la velocidad y la 
aceleración. 

Las ecuaciones de la mecánica del continuo se pueden clasificar en 
dos grupos. El primer grupo corresponde a las ecuaciones aplicables a 
todos los materiales que describen las leyes universales de la física, como 
por ejemplo, la conservación de la masa y la conservación de la energía. 
Las expresiones del segundo grupo conocidas como ecuaciones 
constitutivas describen el comportamiento mecánico de los materiales en 
situaciones interesantes para la ingeniería o para la física. 

En los problemas de la mecánica del continuo se observan dos etapas. 
La primera establece la formulación de las ecuaciones constitutivas que 
describen el comportamiento mecánico de los materiales. Mientras que 
la segunda etapa resuelve la ecuación constitutiva en conjunto con las 
ecuaciones generales de la mecánica del continuo, bajo las condiciones de 
borde apropiadas. 


1.2. Matrices 


Una matriz es un arreglo rectangular de elementos o coeficientes 
organizados en filas y columnas, que pueden describir un grupo de 
ecuaciones de forma simultánea asociadas a operaciones como suma, 
multiplicación y derivación entre otras. 

En este libro las matrices se denotan mediante una letra negrita entre 
corchetes y sus coeficientes se representan con la misma letra cursiva 
acompañada de dos subíndices que indican su posición en el interior de la 
matriz. El primer subíndice define el número de la fila y el segundo el 
número de la columna, como se muestra en la siguiente ecuación. 


[A] 


A. 

Ah 




Vn 1 


m2 


( 1 . 1 ) 


Las dimensiones de una matriz están dadas por la cantidad de filas y 
de columnas que la componen, por ejemplo la matriz [a] indicada en la 
expresión anterior tiene m filas por n columnas, es decir sus dimensiones 


son m x n . 
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A continuación se indican brevemente algunas de las propiedades y 
operaciones básicas de las matrices, útiles en el contexto de la mecánica 
del medio continuo. 

• Suma de matrices. Sean [a], (; h y [b]„ ¡xw dos matrices del mismo 
tamaño, se define la matriz [C]-[A] + [b] como la suma de ellas 
obtenida de la adición término a término de sus coeficientes, es 
decir C jj = A. + B (¡ . Esta operación matricial cumple con la 
propiedad conmutativa de tal manera que [a] + [»]=[»] + [A], 

• Multiplicación de una matriz por un escalar. Sea A una cantidad 
escalar y [A] mxn una matriz, el producto entre ambos [c] = A[a] es 
igual a la multiplicación de cada coeficiente de la matriz con el 
escalar, es decir C„ = A A ; . 

• Multiplicación de matrices. Sean las matrices [aL p y [»L. 

denominadas pre-multiplicador y post-multiplicador 
respectivamente, cuyo número de columnas p del pre¬ 
multiplicador es igual al número de filas del post-multiplicador. 
Se define la matriz [c]=[ a][b] como el resultado de la 
multiplicación matricial entre ellas obtenido de la forma 
c,=z;. i A ik B k; . Esta operación matricial no cumple con la 

propiedad conmutativa en general, es decir si las matrices fuesen 
cuadradas MbMbIa]. 

• Matriz cuadrada. Se define como matriz cuadrada a aquella que 
tiene el mismo número de filas y de columnas, es decir a toda 
matriz [a] de dimensiones mxm. 

• Matriz columna. Se define como aquella matriz que tiene m 
número de filas y una sola columna, la cual se indica de la forma 

[AL ■ 


• Matriz fila. Se define como aquella matriz que tiene una sola fila 
y n número de columnas, la cual se indica de la forma [a] Ix(i . 

• Matriz transpuesta. Sea una matriz [A] mxn de coeficientes A. y 
dimensiones mxn, la matriz transpuesta de [A] indicada como 
[A J xm es una matriz de n filas por m columnas cuyos coeficientes 
son Áfj = Aj¡. 
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• Matriz simétrica. Dada una matriz cuadrada [aL. , aquella que 
cumple que [A] = [a ] 7 es decir, A (; = A j¡ es una matriz simétrica. 

• Matriz anti - simétrica. Dada una matriz cuadrada [A] ))ixm , 
aquella que cumple que [A] = -[Af es decir, A¡j = -Aj¡ es una 
matriz anti - simétrica. Se observa que los coeficientes de la 
diagonal principal de dicha matriz deben ser iguales a cero. 




Matriz identidad. La matriz identidad [l] mxm es aquella matriz 
cuadrada de tamaño m cuyos coeficientes de la diagonal principal 
son iguales a 1 y los demás son iguales a 0. Dadas las matrices 
[aL- y [ b L„> la matriz identidad tiene como propiedad que: 

[A] mXH y [ B ]hx«í ' 


• Matriz inversa. Sean [A] y [B] dos matrices cuadradas del 
mismo tamaño, si el producto entre ellas es igual a la matriz 
identidad, es decir MaHiJ , la matriz [b] es la matriz inversa 
de [a] y se designa como [a] 1 . En general se cumple que 

[Ar[A]=[AiAr=[i], • 




Matriz ortogonal. Una matriz cuadrada [a] es ortogonal si su 
inversa es igual a su transpuesta, es decir si [a] 1 = [Aj . Por lo 
tanto [A][A ] 7 = [i] y [a] [a] = [i]. 


• Determinante de una matriz. Dada una matriz cuadrada [aL., 
su determinante indicado como det[A] o A , es una cantidad 
escalar igual a A ¡¡ k(í, j) , siendo k(í, j) = (~\) l+1 oj(í, j) el 
cofactor del coeficiente A. . El escalar co{i,j ) denominado 
menor de [a] en i, j es igual al determinante de la matriz formada 
después de eliminar la fila i y la columna j de la matriz [a] . Este 
procedimiento se denomina método de expansión por cofactores. 
En particular, el determinante de matrices de 3 por 3 es igual a: 


det[A] 



= A 


ii 




4 4 

^23 , 1^21 

X + A 13 


33 


A 3 i 



— A, j (A 22 A 33 A 23 A 32 ) A 12 (A 21 A 33 A 23 A 31 ) 
+ A i 3 (A 2 |A 32 — A 22 A 31 ) 


( 1 . 2 ) 
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El determinante de una matriz también se puede calcular 
utilizando el operador permutación como se describe en el 
próximo apartado. 


1.3. Operadores especiales 


1.3.1. Delta de Kronecker 


El delta de Kronecker es una función de dos variables enteras positivas 
cuyo valor es 1 si las variables son iguales y 0 cuando las variables son 
diferentes. Dicha función se indica como S jj y se expresa de la forma: 



11 i = j 
[O i * j 


(1.3) 


Los coeficientes de la matriz identidad se pueden definir mediante la 
función delta de Kronecker de la forma /.. = 8¡¡. 

y y 


1.3.2. Operador permutación 

El operador permutación p jjk es una función de tres variables enteras 
positivas, el cual está definido de la forma: 

Pijk = 2^0 - JÍJ ~ k í k ~ 0 ( 1 - 4 ) 

siendo i, j y k las variables enteras cuyo valor es 1, 2 o 3. La 
permutación par e impar establece dos formas de ordenar los tres índices 
como se puede esquematizar en la siguiente figura. 


1 1 



permutación par permutación impar 

Figura 1.1. Operador permutación: orden de los índices en una permutación par e 
impar. 

Por lo tanto el operador permutación indicado en la ecuación anterior 
se puede expresar de la forma: 
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í+1 


Pm = 


-1 

O 


permutación par i, j,k = 1,2,3 o 2,3,1 o 3,1,2 
permutación impar i , j.k = 1,3,2 o 3,2,1 o 2,1,3 
otros casos (dos o tres indices iguales ) 


(1.5) 


Una aplicación directa de esta función se observa en el cálculo del 
determinante de una matriz cuadrada de tamaño 3, donde: 

dCl [ A ] = ¿ZZXXZX PijkPrsAAjsK (1.6) 

i =1 7=1 k =1 r =1 s=\ t =1 


1.4. Notación indicial 


Las componentes de las cantidades vectoriales se indican con letras en 
minúscula cursiva acompañadas de un subindice, por ejemplo a¡,bj,c k , 
etc. En cambio, las componentes de los tensores se representan mediante 
letras en mayúscula cursiva acompañadas de varios subíndices de acuerdo 
con el orden del tensor. Por ejemplo, las componentes de un tensor de 
segundo orden se pueden expresar como A ij ,B kl ,C rs , etc. 

Los vectores unitarios en las direcciones de los ejes x v x 2 ,x 3 de un 
sistema coordenado cartesiano se denominan vectores base y se expresan 
como e p e 2 ,e 3 respectivamente. 

En la mecánica del medio continuo, la notación indicial y la 
convención de suma de Einstein establecen una forma abreviada de 
representación de campos y operaciones, vectoriales y tensoriales. Tal 
notación omite los signos de sumatoria sobre cada índice repetido en una 
expresión, dejando implícita la suma de los productos entre las 
componentes del vector o del tensor. 

A continuación se presentan algunos ejemplos de aplicación de la 
notación indicial útiles en el tratamiento de vectores y tensores. 

Sea a =a l b l +a 2 b 2 +a 3 b 3 . Tal cantidad se puede expresar como un 
sumatoria de la forma: 

3 

a = Y J a P ¡ (1.7) 

i=i 

La notación indicial acompañada de la convención de suma de 
Einstein omite el símbolo de sumatoria y establece la existencia de una 
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suma implícita de los 3 productos entre las componentes o, y b ¡, de la 
forma: 


a = a¡b¡ , i = 1,2,3 (1.8) 

Un vector a puede expresarse como la suma de los productos de cada 
componente y el vector base del sistema coordenado, es decir, 

3 

a = a í e í + a 2 e 2 + a 3 e 3 = (1.9) 

i =1 

siendo a v a 2 ,a 3 las componentes del vector en dicho sistema 
coordenado. Por lo tanto el vector se puede escribir en notación indicial 
y convención de suma de Einstein de la forma: 

a = a i e i , i = 1,2,3 (1.10) 

Sea P el resultado de la siguiente sumatoria: 

3 3 

P = Z&V; = h Afi+bAiC 2 +Mi3 c 3 + 

M .7=1 (Eli) 

+ b 2 A 2l c l + b 2 A 22 c 2 + b 2 A 23 c 3 + b 3 A 3l c 1 +b 3 A 32 c 2 +b 3 A 33 c 3 

La expresión anterior se puede simplificar en virtud de la notación 
indicial y la conveción de suma de Einstein, como: 

P = b Af ] (1.12) 


Sea C ik una componente de un tensor de segundo orden obtenida de la 
sumatoria indicada a continuación. 


3 


C ¡k = 

«T 

Ws 

ii 

= 1 , 2 , 3 ) 





Cn- 

= A i A i 

+ A 2 A 1 

+ 

A 3 A1 

r : 
'“'12 

A1A2 ■ 

+ A ¡ 2 B 22 

+ A l 3 B 32 

C 13 - 

- A i A 3 

+ A2A3 

+ 

A3A3 





¡P 

= A 2 i B ¡ j 

+ A 22 B 2 j 

+ 

A3A1 

^22 

II 

Jo 

^ 22^22 A 3^32 

^"23 ' 

= A 2 [ B ¡} 

+ A 22 B 2 3 

+ 

A3A3 





c 31 = 

= A i A i 

+ A 2 Ai 

+ 

A3A1 

r 

^32 

— A1A2 

+ A 32 B 22 + A33B32 

C 33 = 

= A it B u 

+ Ay 2 B 2 3 

+ 

A R 

/n 33 ÍJ 33 






(1.13) 


En notación indicial y convención de suma de Einstein las 
componentes C ik se expresan de la forma: 
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C ik = Aj B jk (1.14) 

En este libro se utilizará con frecuencia la notación indicial 
acompañada de la convención de suma de Einstein, la cual se denominará 
en adelante simplemente notación indicial. 

En general se establecen las siguientes reglas en la sintaxis de la 
notación indicial para definir los vectores y tensores o para escribir las 
operaciones entre ellos. 

• En un espacio tridimensional se presenta de forma implícita la 
sumatoria entre 1 y 3 de los términos con subíndices comunes. 
Sin embargo, en el espacio bidimensional en particular, se puede 
considerar que las sumatorias sobre subíndices comunes están 
definidas entre 1 y 2. 

• El producto entre dos cantidades (vectoriales o tensoriales), que 
tienen un subíndice común, corresponde a la sumatoria de tal 
producto entre 1 y 3 sobre dicho subíndice. Por ejemplo, dado un 
vector de componentes b ] y un tensor de segundo orden de 
componentes A., la notación indicial establece la siguiente 
equivalencia: 

3 

4A- = Z4A- (1-15) 

7=1 

• Cuando las cantidades tienen dos o más subíndices comunes, se 
está indicando una sumatoria doble o múltiple de dicho producto 
sobre cada uno de los subíndices comunes. Por ejemplo, dados 
dos tensores de segundo orden cuyas componentes son A ij y B ij , 
la notación indicial establece las siguiente equivalencia: 

A A=Ít A A <U6) 

i=l 7=1 

• La derivada de una componente vectorial o tensorial con respecto 
a otra componente que tienen un subíndice común, corresponde a 
la sumatoria de tales derivadas entre 1 y 3 sobre dicho subíndice. 
Por ejemplo, dado los vectores de componentes a¡ y x¡ , la 
notación indicial establece la siguiente equivalencia: 
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da¡ 

dx, 


yy ddj 
i =1 dx i 


(1.17) 


• Operaciones como la suma y la resta entre las componentes de 
vectores o tensores con subíndice común, representan un grupo de 
3 ecuaciones escalares independientes. Por lo tanto no hay 
sumatoria entre las componentes de subíndice común. Por 
ejemplo, dado los vectores de componentes a ] y b j , la suma 
vectorial en notación indicial corresponde a: 


a j+bj=\ 


a { +b { 
a 2 +b 2 
a 3 +b 3 


(1.18) 


• La igualdad entre los vectores de componentes a ; y b ¡ , se escribe 
en notación indicial de la forma a j = b j . En general, la igualdad 
entre dos tensores cuyas componentes son A ij ,„ n y B ¡¡ n se escribe 
en notación indicial de la forma A ¡r _ n = B¡j , n . 


• El subíndice que no se repite entre los factores de un producto 
denominado índice libre , establece un conjunto de 3 ecuaciones 
independientes. Por ejemplo, dado el tensor de segundo orden 
cuyos componentes son A ¡} y los vectores de componentes bj y 
c ¡, en notación indicial se tiene que: 


c ; = A ij b ] =-1 


c i — A P\ + A Pi A P 3 

c 2 = A 21 ¿>j + A 22 ¿>2 + A 23 ¿>3 
c 2 — A 2 j/?[ + A 32 ¿> 2 + A 33 ¿> 3 


(1.19) 


• En un producto de tres o más cantidades, cada subíndice común 
no debe repetirse en más de dos componentes, por ejemplo la 
operación en notación indicial A^B jk c . es incorrecta. 

• Un subíndice repetido puede designarse con otra letra siempre y 
cuando sea distinta a los demás subíndices de la expresión, por 
ejemplo, A ij B jk =\B pk . 
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• Se recomienda utilizar un subíndice distinto para indicar una 
sumatoria en otro término, por ejemplo, se sugiere reescribir la 
operación A¡jB jk + a j b j de la forma \B ]k + a,b,. 

• Como excepción a las reglas anteriores, la sumatoria de las 
componentes con índices iguales de un tensor de segundo orden se 
representa en notación indicial de la forma: 

3 

Ai = X Ai =A i + Ai + Ai (1-20) 

i=i 


1.5. Vectores 


El vector es un elemento de la matemática que permite representar 
cantidades físicas caracterizadas por magnitud, dirección, sentido y punto 
de aplicación en el espacio. Algunos ejemplos de vectores comunes en la 
mecánica son el desplazamiento, la velocidad y la fuerza. En este libro 
los vectores se representan con una letra minúscula en negrita, por 
ejemplo a, b, u, f, etc. 

Dado un sistema coordenado cartesiano rectangular x,x 2 x 3 que 
cumple con la regla de la mano derecha, se define al vector e, como el 
vector unitario paralelo al eje x,, cuyo sentido coincide con el sentido 
positivo del eje x,, como se muestra en la Figura 1.2(a). Asimismo, los 
vectores e 2 y e 3 son vectores unitarios cuya dirección y sentido están 
dados por los semiejes positivos de x 2 y x 3 , respectivamente. En 
general se define como vectores base del sistema coordenado x 1 x 2 x 3 al 
conjunto de vectores unitarios e,,e 2 ,e 3 cuya dirección y sentido están 
dados por los semiejes positivos de x p x 2 ,x 3 , respectivamente. En 
consecuencia los vectores base e,,e 2 ,e 3 conforman una base ortonormal 
en R 3 . 

Recurriendo a la definición de la suma vectorial, un vector a se puede 
descomponer en la suma de tres vectores paralelos a los ejes coordenados 
como se indica en la Figura 1.2(b). Por lo tanto el vector a es igual a la 
sumatoria de los productos dados entre un escalar a¡ y un vector unitario 
e, , para i = 1,2,3, es decir: 

a = a 1 e l + a 2 e 2 + a 3 e 3 = a i e i 


(1.21) 
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Las cantidades escalares i/,, a 2 , a 3 se denominan componentes 
rectangulares o simplemente componentes del vector a en el sistema 
coordenado x l x 2 x 3 . Gráficamente, las componentes corresponden a las 
proyecciones del segmento recto definido por el vector sobre los ejes 
coordenados. 

En la expresión anterior la sumatoria de los productos entre las 
componentes del vector a y los vectores base del sistema coordenado ha 
sido escrita en notación indicial de la forma a = a¡e¡. 



Figura 1.2. Vectores: (a) vectores base de un sistema coordenado, (b) 
descomposición en componentes rectangulares de un vector a. 


1.5.1. Norma de un vector y producto escalar 

Mediante el teorema de Pitágoras generalizado se establece que la 
magnitud o norma del vector a denotada de la forma a , es igual a: 

¡aj|= \¡a^ + + a 3 (1.22) 

Dados los vectores a = a¡e¡ y b = /ye,, que conforman un ángulo 6 
entre ellas, se define el producto escalar o también denominado producto 
punto o producto interno a • b como la cantidad escalar: 

a-b = a |b||cos<9 (1.23) 

Asimismo, el producto escalar se puede expresar en términos de las 
componentes rectangulares de los vectores a y b de la forma: 

a ■ b = a l b l + a 2 b 2 + ap, = a¡b¡ 


(1.24) 
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A partir de las definiciones del producto escalar se concluye que 
satisface la propiedad conmutativa la cual establece que a • b = b • a . 

La norma al cuadrado de un vector a se puede escribir en notación 
compacta e indicial como ht = a • a = a¡a¡. 

De las expresiones anteriores se deduce que el producto escalar entre 
dos vectores paralelos es igual al producto de sus magnitudes. En 
cambio, si los vectores son ortogonales el producto punto entre ellos es 
nulo. El siguiente ejercicio indica el producto escalar entre los vectores 
base e p e 2 ,e 3 del sistema coordenado x t x 2 x 3 , los cuales son unitarios y 
ortogonales entre sí. 


ere 2 =0 

, e 2 • e 3 = 0 

, G 3 * Gj 

e r e ! = 1 , 


e 3 • e 3 = 


(1.25) 


Estas expresiones demuestran que el conjunto de vectores base e ; 
forman una base ortonormal en R 3 . 

La ecuación anterior se puede generalizar utilizando el delta de 
Kronecker de la forma: 


■ e j= S ü 


(1.26) 


1.5.2. Producto vectorial 

El producto vectorial, también llamado producto cruz o producto externo 
entre los vectores a y b, indicado de la forma axb , tiene como resultado 
un vector normal al plano que conforman a y b, cuyo sentido satisface la 
regla de la mano derecha y cuya magnitud está definida como: 

|^xb¡ = |^||||b||sin 6> (1.27) 

siendo 0 el ángulo formado entre los vectores a y b como se indica en 

Figura 1.3. 

Dados los vectores a = a¡e¡ y b = b¡e ¡, el producto vectorial axb es 
igual a un vector obtenido del siguiente determinante. 

®1 e 2 e 3 

a x b = a í a 2 a 3 
b i K b 3 

= (a 2 b 3 -a 3 b 2 )e l +(a 3 b l -a l b 3 )e 2 + {a l b 2 -a 2 b í )e 3 


(1.28) 
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Utilizando el operador permutación p ¡jk descrito anteriormente, el 
producto vectorial a x b se puede escribir en notación indicial como: 

axb = p ijk e i a j b k (1.29) 

Sea un vector c = axb indicado en notación compacta, las 
componentes de c corresponden a c¡ = p ijk ap k en notación indicial. 

A partir de las expresiones anteriores se establece que el producto 
vectorial axb = -bxa, por lo cual no satisface la propiedad 
conmutativa, es decir axb^bxa. Además se observa que el producto 
cruz entre dos vectores paralelos es igual a cero debido a que tales 
vectores no conforman un plano. 



Mediante el producto cruz entre los vectores base e 15 e 2 ,e 3 se puede 
demostrar la regla de la mano derecha del sistema coordenado xpc 2 : c 3 , 
como se indica en la siguiente expresión: 

e i xe 2 -e 3 , e 2 x e 3 - e¡ , e 3 xe¡—e 2 (1.30) 


1.5.3. Notación matricial 

Las componentes de un vector referidas a un sistema coordenado 
específico se pueden expresar en notación matricial mediante una matriz 
columna de 3 filas cuyos coeficientes corresponden a las componentes de 
dicho vector. 

Sea un vector a = a,e 1 + a 2 e 2 + a 3 e 3 , las componentes con respecto al 
sistema coordenado asociado a los vectores base e,,e 2 ,e 3 se representan 
en notación matricial de la forma: 
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[a] = k a 2 a 3 f (1.31) 

En particular, un vector definido en un espacio bidimensional se 
expresa en notación matricial mediante una matriz columna de la forma 

[a] = k aj. 

1.5.4. Transformación de sistema coordenado 

Hasta el momento las componentes de un vector a = a¡e¡ han sido 
determinadas con respecto a un sistema coordenado x 1 ,x 2 ,x 3 definido por 
los vectores base e,,e 2 ,e 3 como se indica en la Figura 1.4(a). Dado un 
nuevo sistema coordenado cartesiano rectangular x x x 2 x 3 mostrado en la 
Figura 1.4(b), que también cumple con la regla de la mano derecha y 
cuyos vectores base son e,,e 2 ,e 3 formando también una base ortonormal, 
el mismo vector a se puede expresar de la forma: 

a = djéj + a 2 é 2 + a 3 e 3 = d¡e¡ ( 1.32) 

donde los factores a x , a 2 , a 3 corresponden a las componentes del 
vector a con respecto al sistema coordenado x x x 2 x 3 . 




Figura 1.4. Vector a definido en dos sistemas coordenados: (a) sistema coordenado 
original, (b) sistema coordenado nuevo. 


Con el fin de relacionar los dos sistemas coordenados, se define el 
coeficiente de transformación M {¡ como el coseno director del vector e ; 
con respecto al vector e. (o al eje Xj del sistema coordenado original), de 
tal forma que: 
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M ij=Zi-*J (1.33) 

Multiplicando ambos lados de la ecuación por e ; se obtiene 
M¡jQj = (é,- -e-)e-. Dado que e conforma una base ortonormal el 
término a la derecha de la igualdad anterior es igual a(e,. -e .)e. = e, , y en 
consecuencia: 


(1.34) 

Mediante un procedimiento similar se puede demostrar que: 

e 7 =M, y é,. (1.35) 


Sea un vector a = a,e, = a¡e¡, las componentes definidas en el sistema 
coordenado x¡x 2 x 3 se expresan en función de las componentes dadas en el 
sistema original en notación indicial de la forma: 

«i = M ij a j (1.36) 


Reescribiendo la ecuación anterior en notación matricial se tiene que 
[a] = [M][a] , es decir: 


1 


Mu ^12 ^13 


1 

_1 

a 2 

= 

^21 M 22 M 2-j 


a 2 

a 3 


m 3 i m 32 m 33 


1 

u> 

1_ 


(1.37) 


Se define a [M] como la matriz de transformación cuyos coeficientes 
son los cosenos directores M.¡. 

V 

Recordando que el producto escalar entre los vectores base e,,e 2 ,e 3 se 
puede expresar como e, ■ e ; = S t] y sustituyendo la Ecuación (1.34) se 
obtiene que: 


e,' e, = M ik e k ■ M jl e l =M ik M jl e k -e ; =M ik M jl 8 k¡ 


= M ¡k S ld M jl =M n M jl =M ¡l M¡ j =S U 


(1.38) 


El resultado anterior se presenta en notación matricial de la forma 
[m][mJ = [i] donde [i] es la matriz identidad de orden 3, de lo cual se 
concluye que [m] es una matriz cuadrada ortogonal donde [m] 1 = [m] 7 . 
En general la matriz de transformación no es una matriz simétrica. 
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1.6. Tensores 


La notación tensorial permite un tratamiento unificado de las cantidades 
físicas y geométricas, las cuales son expresadas mediante una entidad 
matemática independiente del sistema coordenado denominada tensor. 
Este tipo de representación es importante en la formulación de los 
problemas de la mecánica del medio continuo. A continuación se define 
el tensor y se describen algunas de sus propiedades. 

1.6.1. Producto diádico y producto tensorial 

Además de las cantidades representadas mediante un escalar o un vector, 
existen entidades físicas definidas por dos o más vectores. Por ejemplo, 
para representar una fuerza actuando sobre una superficie es necesario 
conocer un vector que indique la magnitud y la dirección de la fuerza y 
otro vector que establezca la orientación de la superficie. Algunas 
cantidades de este tipo se pueden describir a través de un producto 
diádico. 

El producto diádico es el producto tensorial 0 entre dos vectores 
que tiene como resultado un tensor de segundo orden. Dados los 
vectores a y b, el producto diádico entre ellos se escribe de la forma 

a0b. 

Sean e,,e 2 ,e 3 los vectores base de un sistema coordenado cartesiano, 
los vectores a y b pueden expresarse como: 

a = a ] e ] + a 2 e 2 + a 3 e 3 = a ¡ e i (1.39) 

b = ó,e, + b 2 e 2 + b 3 e 3 = bp¡ (1.40) 

El producto diádico entre los vectores a y b se define en término de 
sus componentes como: 

a0b = (a¡e ¡) 0 (bpj ) = a [ b J (e,- 0e ; ) 

= ajb x (ej 0 ej) + ap 2 (e t 0 e 2 ) + ap 3 ^ 0 e 3 ) + 

+ a 2 b x (e 2 0 e,) + a 2 b 2 (e 2 0 e 2 ) + a 2 b 3 (e 2 0 e 3 ) + 

+ a 3 b l (e 3 0 e l ) + a 3 b 2 (e 3 0 e 2 ) + a 3 b 3 (e 3 0 e 3 ) 


(1.41) 
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La expresión anterior indica que todo producto diádico es la 
combinación lineal de productos diádicos entre los vectores base 
(e, ®e ; ) o diadas unitarias. 

En general el producto diádico no cumple con la propiedad 
conmutativa, es decir a®b^b®a. En cambio, cumple con la 
propiedad asociativa del producto con un escalar a indicada en la 
Expresión (1.42) y con la propiedad distributiva de la suma presentada en 
la Ecuación (1.43). 


(aa)®b =a® (ab) = a(a®b) (1.42) 

a®(b + c) = a®b + a®c . (b + c)®a-b®a + c®a (1.43) 


Ejemplo 1.1. Siendo a y b dos vectores, demostrar que: 

(a®b) r = b ®a 


Para un sistema coordenado de vectores base e, , se tiene un 
tensor de segundo orden C tal que: 

C = a ® b = a,e, ® b ,e= a.b ,.e, ® e 

11 J J 1 J 1 J 

Ce ® e ■ = abe ® e . —» C = ah 

U i J i J i J ij ‘ J 

Cf¡ = C .. = b¡a ¡ C 7 = ha ,e. ® e . = b ® a 

y J l 1 J 1 J 1 J 

En consecuencia (a ® b) r = b ® a . 

A continuación se demuestra que todo producto diádico es 
independiente del sistema coordenado escogido. Sean e!,e 2 ,e 3 los 
vectores base de un nuevo sistema coordenado x r x 2 x 3 y e,,e 2 ,e 3 los 
vectores base del sistema coordenado original x x x 2 x 3 como se ilustra en la 

Figura 1.5. 

El mismo producto diádico se puede expresar en un nuevo sistema 
coordenado cuyos vectores base son e,,e 2 ,e 3 , y las componentes de los 
vectores a y b son a¡ y b j respectivamente, de la forma: 


a®b = (a,.e, ) ® (b,e .) = a.b. (e,. ® e) 

11 JJ 1 J 1 J 


(1.44) 
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Como se indicó en el Apartado 1.5.4, se designa como M t¡ al coseno 
director de e, con respecto al sistema coordenado original en la dirección 
e ,, es decir M,, =e ; -e¡, y en consecuencia e, =M,.,e, y e, =M,.,e,. 
Asimismo para las componentes de los vectores a y b se cumple que: 

a i = M ip a p , b¡ = M iq b q (1.45) 




Figura 1.5. Vectores base: (a) sistema coordenado original, (b) sistema coordenado 

nuevo. 

Sustituyendo las Ecuaciones (1.34) y (1.45) en la Ecuación (1.44), se 
obtiene: 

afij (e, ® e y .) = M ip a p M ]q b q (M ir e r ®M js e s ) 

= M ip M, r M jq M js a p b q (e r ®e s ) 

Dado que los cosenos directores M tj conforman una matriz de 
transformación de coordenadas [M], cuadrada y ortogonal, de tal forma 
que cumple que M ip M ir = M T pi M ir = 8 pr o que M jq M js = M T qj M js = S qs , 
del procedimiento anterior se llega a: 

ap^i ® e ; ) = S pr S qs a p b q (e r ®e s ) 

= a r b s (e r ®e s ) (1.46) 

= a i b ] (e i ®e.) 

En general, el producto tensorial entre n vectores es la combinación 
lineal de los productos tensoriales de n vectores base. Por ejemplo, si 
c = c k e k , el producto tensorial entre los vectores a, b y c, indicado como 
a ® b ® c es igual a la combinación lineal de los productos tensoriales de 
los vectores base (e,. ®e ; ®e A ) de la forma apf. k (e ; ®e j ®e k ). 
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1.6.2. Definición de tensor de segundo orden 

Un tensor de segundo orden se define como la combinación lineal de 
productos diádicos y por lo tanto se puede expresar como la combinación 
lineal de diadas unitarias. Considerando los vectores base e 1 ,e 2 ,e 3 , un 
tensor de segundo orden A es igual a: 

A = A u (e! ®e!) +A 12 (e, ®e 2 ) + A 13 (ej ®e 3 ) + 

+ A,j(c 2 ®Cj) + A 2 2 (e 2 ®e 2 ) + A 23 (e 2 ®e 3 ) + (1.47) 

+ A 31 (e 3 ® eó + A 31 (e 3 ® e 2 ) + A 33 (e 3 ® e 3 ) 

La sumatoria presentada en la ecuación anterior se puede representar 
en notación indicial como: 


A = A ¡; (e, ®e ; ) (1.48) 

En general los tensores se indicarán con letras del alfabeto inglés en 
mayúscula negrita o del alfabeto griego en negrita como por ejemplo, 
A,B,o,£ , etc. 

Un tensor es independiente de cualquier sistema coordenado, sin 
embargo sus componentes se pueden definir solamente después de haber 
escogido alguno y por lo tanto sus valores dependerán de dicho sistema 
coordenado. De acuerdo a lo anterior, los coeficientes A ¡j de la Ecuación 
(1.48) se denominan componentes del tensor A en el sistema coordenado 
de vectores base e,. 

Al utilizar un nuevo sistema coordenado de vectores base é,,é 2 ,é 3 , el 
mismo tensor A se expresará de la forma: 

A = A ¡/ (e,®e / ) (1.49) 

donde los coeficientes A ij son las componentes del tensor A en el 
sistema coordenado de vectores base é,. 

Igualando las Ecuaciones (1.48) y (1.49), y sustituyendo la Ecuación 
(1.35) se obtienen los coeficientes en la nueva base A ij en términos de los 
cosenos directores y de los coeficientes en la base original A ij , así: 

A/,- (e,. 0 e j ) = A ij (M pi e p 0 M qj e q ) = A ij M pi M qj (e p 0 e, ) a 
A, ; (e, ®e ; ) = A pq (e p 0e (/ ) 




M pMqjAij 


= m pAK 


(1.50) 
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Para identificar un tensor de segundo orden como tal es suficiente con 
demostrar que en cualquier transformación de un sistema coordenado 
cartesiano a otro, las componentes cambian como lo indica la expresión 
anterior. 

Dado que la matriz de transformación de coeficientes M ¡es 
ortogonal, las componentes del tensor A en la base original se pueden 
expresar como: 


Ar= M PÍ M qj A pq 




(1.51) 


1.6.3. Multiplicación de un tensor por un escalar y suma 
de tensores 

Se define la multiplicación del tensor A = A ij (e¡ ®e ; ) por un escalar a , 
como un tensor B del mismo orden la forma B = «A = aA jJ (e l ® e.) cuyas 
componentes serán iguales a B¡j = cxA r¡ . Este tipo de multiplicación es 
conmutativa, es decir B = «A = A a . 

La multiplicación aA también se puede expresar como el producto 
tensorial de la forma a ® A = A ® a. 

Sean A y B dos tensores del mismo orden, se define la suma entre 
ambos como el tensor C = A + B = (a^ + B (j je, ® e ; , donde los 
componentes del tensor resultante en la base e, son C¡¡ = A. + B :: . De 
manera similar se define la resta entre tensores. 


1.6.4. Tensores característicos de segundo orden 

De acuerdo con sus propiedades a continuación se indican algunos 
tensores especiales de segundo orden. 




El tensor transpuesto de segundo orden del tensor 
A = A le, ® e .) se denota como A 7 y se define de la forma: 


A r = A ji (e¡ ®e ; ) 
4 T i = A j ¡ 


(1.52) 


• Un tensor de segundo orden A es simétrico si toda componente 
A¡j = Aj¡ en una base cualquiera e, . Suponiendo que 

A¡j(e¡ , ®e ; .) = A (e ® e ) es un tensor simétrico de segundo 
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orden donde A.=A.., se puede demostrar que A nn = d 
sustituyendo la Expresión (1.50). En la mecánica del continuo es 
común encontrar tensores simétricos de segundo orden como el 
esfuerzo y la deformación. 


• Se denomina tensor antisimétrico de segundo orden a aquel tensor 
A ant¡ cuyas componentes son A {j = -A ji . En tal caso se observa 
que las componentes de A ii deben ser iguales a cero. 




Todo tensor de segundo orden se puede descomponer en la suma 
de un tensor simétrico más un tensor antisimétrico mediante una 
combinación única. Siendo A . = \(A + A 7 ) un tensor simétrico 
A - A T ) un tensor antisimétrico, en general el tensor A 
se puede escribir como: 


A = 


+ y( A + Ar )+y( A_Ar ) 

A ij = \{A ij +A j )+\{A ij -A j ) 


(1.53) 


• El tensor unidad de segundo orden denotado como 1, está 
definido de la forma: 


1 = 4,(e, ® e ,) (1.54) 

donde sus componentes en la base e, corresponden al delta de 
Kronecker. Con el fin de expresar el tensor unidad en la base e ( 
se sustituye la Ecuación (1.35) en la ecuación anterior obteniendo: 

1 = ^(M„.e r ®M.t s ) - S¡jM ri M sj (e r 0 é,) 

(1 55) 

= M jr M sj (e r ® e s ) = ^„(e r 0 e s ) = ^(e, 0 e ; ) 

En conclusión el tensor unidad tiene como propiedad que sus 
componentes S ij son independientes del sistema coordenado. 

• Todo tensor cuyas componentes son las mismas para cualquier 
sistema coordenado se denomina tensor isótropo. Se puede 
demostrar que todo tensor isótropo de segundo orden es de la 
forma pl donde p es un escalar. Tales tensores también se 
denominan tensores esféricos. 

• El determinante de un tensor de segundo orden se puede expresar 
en función del operador permutación de la forma: 
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det A = 


ÍPijkPrsAAjsA, 


(1.56) 


1.6.5. Tensores de orden n 


En general se define un tensor de orden n como la combinación lineal de 
los productos tensoriales de n vectores base. Sea un tensor A de orden n 
el cual se expresa en función de sus componentes A i] m de la forma: 


A = A, (e,- <S> e. 


V-m ' 

V- -/V 

n indices 


>e ) 

m A 


n factores 


(1.57) 


En particular, una cantidad escalar corresponde a un tensor de orden 
cero, mientras que un vector es un tensor de orden uno. 

Mediante un desarrollo similar al presentado en la Ecuación (1.50) y 
(1.51), las componentes del tensor en una base nueva e ; en términos de 
las componentes en la base original son iguales a: 


A j- m = M P i M qj ---M tm A pq .., 


n indices 


n factores 


n in dices 


(1.58) 


Dentro de los tensores característicos de orden superior se define el 
tensor alterno como un tensor isótropo de orden tres de la forma: 


Pijk (e¿ ®e 7 . ®e,) 


(1.59) 


donde p ¡jk es el operador permutación. 

Existen tres tensores isótropos de cuarto orden linealmente 
independientes expresados como 8 ¡j 8 kl (e i ®e ; ®e k ®e ; ), 
d ik Sji (e ; ®e y . ®e k ®e ( ) y 8 ü 8 ]k (e, ®e j ®e k ®e l ), por lo tanto la forma 
general del tensor isótropo de cuarto orden es la combinación lineal de los 
tres tensores anteriores, es decir: 

+ pS ik 8 n + Tj8„8 Jk )e,. ® e, ® e, ® e 7 (1.60) 


donde A,¡u y r¡ son valores escalares. 

Un caso especial de tensor isótropo es el tensor simétrico unitario de 
cuarto orden I, el cual está definido de la forma: 


I = 1 (d ik 8j, + 8,8^ ® e, ® e, ® e, 


( 1 . 61 ) 
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1.6.6. Productos entre tensores 

Dentro de las operaciones entre tensores de cualquier orden, útiles en la 
mecánica del continuo, existe el producto exterior y el producto interior. 
A continuación se resumen algunas de estas operaciones. 

• Producto exterior o tensorial entre un vector y un tensor. Sea el 

vector a = a i e¡ y el tensor de segundo orden B = 5 (/ (e, ®e ; ) de 
componentes a¡ y B ij respectivamente, en la base e,. El tensor de 
tercer orden C = C ijk : (e,¡0 e. 0 e k ) es igual al producto exterior 
entre el vector a y el tensor B definido como 

C = a ® B = a i B jk (e, ® e. ® e*), cuyas componentes son 

C ijk = a¡B jk . En particular, el producto exterior entre dos vectores 
corresponde al producto diádico definido anteriormente. 

• Producto exterior o tensorial entre dos tensores. Si 
A = A ij (e i ®e -) y B = B ij (e j ® e ; ) son tensores de segundo orden 
con sus respectivas componentes A jj y 5 () . en la base e,, el 
producto exterior D = A ® B = A jj B kl (e, ® e ; ® e k ® e,) es un 
tensor de cuarto orden de componentes D ijk¡ = A ij B kl . 

• Producto interior o contraído entre un vector y un tensor. Sea el 
vector a = a ¡ e i y el tensor de segundo orden B = B ij (e ¡ ®e ; ) de 
componentes a¡ y B ¡j respectivamente, en la base e ; . Si el vector 
c = c ; e ¡ es el producto interior del vector a y el tensor B, tal 
vector se escribe de la forma c = a-B = a i B ¡j e J y por lo tanto 
Cj = <7,5 .. Otro producto interior se define como el vector 
c = B • a cuyas componentes son c, = B jj a j . En particular, si B es 
un tensor simétrico se cumple que a • B = B • a en notación 
compacta y a¡B ij = B^a ¡ en notación indicial. 

• Producto interior o contraído entre dos tensores. Si 
A = A ¡j {e. ¡ ®e k ) y B = B ij (e i ®e ; ) son tensores de segundo orden 
con sus respectivas componentes A. y B tj en la base e, , uno de 
los productos interiores D = A • B = We,®e t ) es un tensor de 
segundo orden de componentes D ik = /\,. ; 5 ;/ en este mismo 
sistema. 

• Tensor inverso de segundo orden. Si existe un tensor A -1 tal que 
A • A -1 = A -1 • A = 1, este tensor se denomina tensor inverso de A. 
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• Tensor ortogonal de segundo orden. Si el tensor transpuesto A 7 y 
el tensor inverso A -1 son iguales, es decir A T = A 1 , el tensor A 
se denomina tensor ortogonal. 

• Producto doblemente contraído entre dos tensores. Sean los 
tensores de segundo orden A = A (e ; 0e ( ) y B = B ij (e i 0e ; ), se 
definen los siguientes dos productos doblemente contraídos. El 
primero se escribe como a = A • B y corresponde en notación 
indicial al escalar a = A ¡] B ji . El segundo se presenta de la forma 
a = A: B y se define como a = A./E . Si al menos uno de los dos 
tensores A o B es simétrico, es decir, A r = A o B r = B, los dos 
tipos de producto doblemente contraído coinciden, es decir 
A B = A : B. 


• Producto doblemente contraído entre un tensor de 4 orden y un 
tensor de 2 orden. Sea el tensor de cuarto orden 
D = D ijkI (e,. ® 0 e k 0 e,) y el tensor de segundo orden 
A = A. fe, 0 e .). Se define el tensor de segundo orden B como el 
resultado del producto doblemente contraído B = D: A, cuyas 
componentes son iguales a ¿E = D ¡jk¡ A k¡ 

A continuación se presentan algunos ejemplos y demostraciones de 
productos entre vectores y tensores. 

Ejemplo 1.2. Dado un vector a y un tensor simétrico de 
segundo orden A, demostrar que a • A = A • a . 


Para un sistema coordenado de vectores base e ; , se tiene un 
vector c tal que: 

c = a A = a,e, • A e, 0 e , = a,A ; e ( • e f 0 e . = aA ij t j 

c.Pj=aAfi j ^c j =a i A ij 


Ahora, se define un vector d de la forma: 


d = A a = A (/ e, 


)e ,- í/ / e / = Va 


'V e i=V 


J.e. = A ij a j e i > d i = A ij a j 


Por lo tanto c = d 

4, = V 


y en consecuencia a • A = A • a , si 
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Ejemplo 1.3. Dado el tensor unidad de segundo orden 1, 
el vector a y el tensor de segundo orden B demostrar que: 

a 1 = 1 a = a 

B 1 = 1 B = B 


Para un sistema coordenado de vectores base e,, se tiene un 
vector c tal que: 

c = a• 1 = a e • 8 e ® e = a 8 e -e ®e = a 8 e 

i i ij i J i lj i i j i iJ J 

c e = a 8 e >o -• a 8 

J J i ij J J i u 


Cj — i 3" ci-,8 '2j + a 3 e> 31 — ci^ 

c 2 = + c 2 8 2 2 + c, 2 8 22 = cr 2 

c 3 — ci^8^ 2 ~ t - ci^)8^y 2 & 2 8 22 — cr 3 

c = a^a l = a 

Dado que el tensor unidad es simétrico, es decir que 
8 i} = 8 jt , se demuestra que a-1 = 1-a como lo indica el 
problema anterior. 

Para la segunda demostración se define un tensor de 
segundo orden D = /-f e, ® e, tal que: 


D = B • 1 = Z> e, 


> e y - = 5,,e ( . 0 e t • ^e, 0 e . = fí,,4 ; e, 0 e, • e /; 


D e ®e = B.,5 y e 

ij i J ik kj i 


D = B, 8 , 

ij ik kj 


D \ 1 — -®1 Al + ^ 12^21 + ^ 13^31 — ^11 

D \ 2 = B n 8 l2 + B n 8 22 + B n 8 i2 = B l2 


D3 3 /i ■ j /ij 3 1 //. (ii 3 1 /^ 3 - // 3 3 

D = B->B 1 = B 


De igual forma se define un tensor de segundo orden 
G = G (> e / ®e / tal que: 
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G = 1 B = G, ; e, ® e ; = 4e, 0 e t • 0 e, = ó', k B kj e, 0 e, • e k 


G¡V, 0 C / — 0 C j 




Gn — ^ll B l 1 + ^ 12^21 + ^ 13^31 — ^11 
Gi 2 — ^ 11-®12 ^ 12^22 ^ 13^32 — ^12 


dj ^ ( 5 ^ i /l | ^ I í ^ i /^2 ^ I ó) 3^3 ^ ^3 ^ 

G = B —>1 B = B 


1.6.7. Notación matricial aplicada a tensores 

Como se ha presentado anteriormente, la relación entre las cantidades 
tensoriales se representan de forma directa o compacta como: a,/?,... 
para cantidades escalares, a,b,... para vectores y A,B, ... para tensores 
de mayor orden. Asimismo, es posible escribir las mismas relaciones en 
términos de sus componentes en notación indicial de la forma a, /?,... 
para escalares, a ; ,¿>,.,... para vectores y A., B tj para tensores (de 
segundo orden). 

En la notación compacta se plantean las ecuaciones tensoriales de 
manera independiente al sistema coordenado escogido. En cambio en 
notación indicial la relación entre componentes se debe escribir 
manteniendo la misma base coordenada. 

Mediante la notación matricial las componentes de los vectores y los 
tensores de segundo orden definidos en una base específica se pueden 
organizar como coeficientes de una matriz. 

Para el vector a = a¡e¡ = a i e i sus componentes, a¡ en la base e, y a. 
en la base e, , conforman las matrices columna de tres filas [a] y [a] 
respectivamente, definidas como: 

[a] = (a í )=[a 1 a 2 a 3 J , [a] = (d,) = [d 1 a 2 a 3 J (1.62) 

Para el tensor de segundo orden B = fí. (e0 e,) = fí (e. 0 e.), sus 
componentes, B ¡j en la base e, y B tj en la base é,, conforman las 
matrices cuadradas de tamaño 3 [b] y [b] respectivamente, definidas 
como: 



Conceptos generales 


33 


^11 ^12 ^13 

[®] = (^y) = ^21 B 22 B 23 

B 3l B 32 B 33 

n (1.63) 

^11 B\2 B l3 

B%\ B 22 B 23 

B 31 B 32 B 33 

Sea el vector a y el tensor de segundo orden B de componentes a¡ y 
B¡j respectivamente, en la base e, y de componentes a¡ y B ij en la base 
e, . Las componentes del vector a y del tensor B se definen en función de 
la base original de la forma e, = M. e , a. = M u. y B ;; = M.M .B nn 
respectivamente, siendo M v los coeficientes de la matriz de 

transformación [m] . Por lo tanto, la ecuación de transformación en 

notación matricial para el vector a y para el tensor B se escriben como: 

[a] = [M][a] (1.64) 

[b] = [m][b][m] 7 (1.65) 

Siendo [M] una matriz ortogonal, las relaciones reciprocas a las dos 
ecuaciones anteriores serán de la forma: 


HriMÍH 

(1.66) 

[b]= [m]' [bJm] 

(1.67) 


El Cuadro 1.1 describe las operaciones más comunes entre tensores 
en notación compacta, en notación indicial y en notación matricial. 
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Operación 

Notación compacta 

Notación indicial 

Notación matricial 

Producto escalar 

a = ab 

a = a¡b¡ 

« = [af[b] 

Producto 

vectorial 

c = axb 

c ¡ = P,jk a , b k 


Producto 

tensorial 

C = a®b 

Cj = apj 

[c]= [a][bf 

Producto 
contraído tensor - 

c = Ab 

-cT 

II 

[c] = [A][b] 

vector 

Producto 
contraído vector - 

tensor 

Producto 

c = b A 

c, = b A, 

[c] = [Af[b] 

contraído vector - 

a = a-Cb 

a = a,C ij b j 

a = [ a F[c][b] 

tensor - vector 

Producto 
contraído tensor - 

tensor 

Producto 

C = A B 

C,,=A a B ki 

[C] = [A][B] 

contraído tensor - 

C = A B r 

C,j=A ¡k B jk 

[c]=[aM 

tensor trans. 

Producto doble 
contraído tensor - 

a = A : B 

a = A ij B ij 


tensor 

Producto doble 
contraído tensor 4 
orden - tensor 2 
orden 

C = A:B 

II 

•> 

«s» 


Traza de un 

tensor 

trA = 1: A 

< 

II 

< 


Determinante de 

un tensor 

a = det A 

a — PijkAiAz jA 3k 

a = det[A] 

Gradiente de un 
campo escalar 

Tensor derivada o 

a = grad^ = 

a¡ =d(j) dx¡ 

W = [V> 

gradiente de un 
campo vectorial 

B = Va = a®V 

B ,j = dai/dxj 

[B] = [aW 

Gradiente 
simétrico de un 

vector 

B = Va 

= \ (V €>a + a(8> V) 

B = l { da L+ da L 
u 2 dx¡ dx¡ . 

i[v][ar+i[-ivr 

Divergencia de 
campo vectorial 

a =diva = V a 

a = da, dx¡ 

« = [V J [a] 


Cuadro 1.1. Resumen de operaciones expresadas en notación tensorial, indicial y 
matricial. 
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1.6.8. Notación de Voigt 

Un tipo particular de notación utilizada en la implementación de las 
operaciones entre tensores en el método de los elementos finitos 
(Zienkiewicz 1980; Hughes 2000) se denomina notación de Voigt. Al 
igual que la notación matricial, la notación de Voigt organiza las 
componentes de un tensor dadas en un sistema coordenado específico 
como términos de una matriz. 

Al igual que la notación matricial, un vector se representa en notación 
de Voigt como una matriz columna de 3 filas, cuyos términos son las 
componentes del vector en una base coordenada específica como lo indica 
la Ecuación (1.62). 

Un tensor simétrico de segundo orden (como por ejemplo el tensor de 
esfuerzo o el tensor de deformación), se puede expresar en notación de 
Voigt mediante una matriz columna de 6 filas que contiene las 6 
componentes diferentes del tensor con respecto a un sistema coordenado 
específico. Por lo tanto, un tensor A ij e¡ ®e ; cuyas componentes están 
definidas en la base e ( . se representa como una matriz columna de la 
forma: 


{a} [ Al A 22 A 33 A 23 Aj 3 A 12 ] (1.68) 


El orden dado a las componentes del tensor en la matriz anterior 
corresponde al indicado en el siguiente arreglo: 


Ai x A2 A3 

X t 

A A A' 

n l2 ^22 ^23 


A 3 A3 A 


33 


(1.69) 


Sean A y B dos tensores simétricos de segundo orden de la forma: 

A = A n (e, 0 e,) + Aj 2 (e¡ 0 e 2 ) + A 13 (ej 0 e 3 ) + 

+ A 12 (e 2 ® Cj) + A 2 2 (e 2 0 e 2 ) + A 23 (e 2 0 e 3 ) + 

+ A 13 (e 3 0C|) + A., 3 (e 3 0 c,) + A 33 (e 3 0 e 3 ) 

B = 5 n (e, 0e,) + 5 p ( e i ® e 2 ) + A 3 ( e i ® e 3 ) + 

+ 5p(eT 06^ + B 12 (e 2 0 e-,) + B 12 (g 2 0e 3 ) + 

+ 5 13 (e 3 0 ej) + j5-, 3 (e 3 0 e 2 ) + 5 33 (e 3 0 e 3 ) 

el escalar resultante del producto doblemente contraído entre los dos 
tensores es igual a: 
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A:B = A¡ j B ij 

— A 1 ] B l ] + A 12 B 22 + A 33 B 33 + 2A 23 B 23 + 2A l3 B l3 + 2 A l2 B l2 


(1.71) 


Los tensores A y B se pueden representar mediante las matrices 
columna {a} y ¡B} de la forma: 

{ a MAi A 2 A? 3 A 3 A 3 A 2 F (172) 

{B}=K B 22 B 33 B 23 5, 3 B l2 J 


Sin embargo, en la notación de Voigt se establece que la operación 
tensorial A:B es equivalente a la operación matricial {A¡ 7 {B{ , lo cual 
hace necesario realizar una de las siguientes modificaciones: 


• Considerar que los últimos tres términos de la matriz columna 
{a}, es decir A 23 ,A l3 ,A l2 están multiplicados por 2. 

• Considerar que los últimos tres términos de la matriz columna 
|B}, es decir 5 23 ,5 13 ,5 12 están multiplicados por 2. 

• Considerar que los últimos tres términos de ambas matrices 
columna {a} y ¡B¡ , están multiplicados por un factor 2 . 


Suponiendo que los últimos tres términos de la matriz columna {B ] se 


multiplican por 2, la operación {A} |B) será igual a: 

Ai 


[a 1 A22 A3 A23 A3 A2] 


22 


33 


2 5 


23 


25, 


13 


25, 


12. 


(1.73) 


A1 B\ \ + A2 A2 + Ai 3^3 3 + 2A 23 5 23 + 2A 13 5 13 + 2 A ll B ] 


12 


Es habitual que las entidades asociadas a la cinemática como el campo 
de la deformación incluyan un factor de 2 en los tres últimos términos de 
la matriz columna como se explicará más adelante. 

Por otro lado, las componentes de un tensor simétrico de cuarto orden 
C se pueden expresar mediante una matriz cuadrada tamaño 6. Si de 
nuevo A y B son tensores simétricos de segundo orden, la operación 
tensorial A = C:B, escrita en notación indicial como A ij =C ijkl B kl , 
también puede expresarse matricialmente en notación de Voigt de la 
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forma {a} = [c] {B }. Dada la simetría menor del tensor C, es decir 
C ¡jkI = C m y C ljkl = C jM , las componentes del tensor A resultante de la 
operación son los siguientes: 


A i — A/1 | A 1 + C¡j 22 B 2 2 + Cy33^33 

+ 23^23 + 3 A 3 + 2C ¡jl2 B l2 


(1.74) 


Considerando que los últimos tres términos de la matriz columna ¡B} 
están multiplicados por 2, se puede expresar la matriz columna {a} en 
notación de Voigt como: 


{A} = [C]{B} 


Ai" 


r 

'-'ím 

r 

'-'1122 

c 

'•“l133 

r 

'-'1123 

c 

*“'1113 

r 

'“'1112 

Ai 

A 2 


r 

'-'2211 

r 

^2222 

c 

'-“2233 

r 

^2223 

c 

'■“2213 

r 

^2212 

B22 

A 33 


r 

^3311 

r 

^3322 

c 

' —3333 

r 

^3323 

c 

'-“3313 

r 

' — ^3312 

B33 

A 3 


r 

'-'2311 

r 

^2322 

r 

^2333 

r 

^2323 

c 

'■“2313 

r 

^2312 

2B 23 

A 3 


r 

'-'1311 

r 

'-'1322 

r 

'“'1333 

r 

'-'1323 

c 

'•“1313 

r 

' — ^1312 

2 A 3 

Al2 J 


r 

L^1211 

r 

'-'1222 

c 

'“'1233 

r 

'-'1223 

c 

'•“1213 

r 

'-'1212J 

1 

JXI 

to 

1_ 


La matriz [c] es la representación del tensor de cuarto orden C en 
notación de Voigt, la cual conserva su simetría en virtud de la simetría 
menor y mayor [c ¡jk¡ = C kUj )del tensor C. 


1.6.9. Valores y direcciones principales de un tensor de 
segundo orden 

En mecánica del continuo es frecuente encontrar ecuaciones homogéneas 
de la forma: 


A -x = Ax (1-76) 

siendo A un tensor de segundo orden conocido, x un vector y A un 
escalar ambos desconocidos. 

Las componentes del tensor A en un sistema coordenado con vectores 
base e ( . conforman la matriz [a] = (a )• De igual forma, las 

componentes del vector x en el mismo sistema coordenado se organizan 
en una matriz columna |x} = (x ; ). Por lo tanto, la ecuación anterior se 
puede escribir en notación matricial así: 

[A]M - -> ([A] - 4l])W - {0} 


(1.77) 
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donde [i] es la matriz identidad de orden 3, [a] es una matriz 
cuadrada conocida de 3 por 3 que contienen las componentes del tensor 
A, mientras que {x} y A son cantidades desconocidas que corresponden a 
una matriz columna y a un escalar. 

Además de la solución trivial {x} = {o} , la expresión anterior tiene 
solución para {x} si se cumple la ecuación característica de la matriz [a] 
indicada a continuación. 

det([A]-/L[l]) = 0 (1-78) 

Cuando se desarrolla el determinante se obtiene una ecuación cúbica 
para A con tres raíces A (1) ,A (2) ,A (3) denominadas valores propios o eigen 
valores de [A] , las cuales pueden ser números reales o complejos. En 
particular, los valores propios de una matriz simétrica real son cantidades 
reales. 

Suponiendo que A (1) ,A (2) ,A (3) son diferentes entre sí, la expresión 

(i.??) 

tiene una solución no trivial {x]"'la cual está indeterminada por un 
multiplicador escalar arbitrario diferente de cero. La matriz columna 
{x} (1) se denomina vector propio o eigen vector de [A] asociado al valor 
propio A (l) . De forma similar se definen los vectores propios {x} <2) y 
{x} <3) asociados a los valores propios A (2) y A (3) , respectivamente. 

Si los valores propios de una matriz simétrica son diferentes, los 
vectores propios tienen la propiedad de ser ortogonales entre sí, es decir, 

{x} (r)r {x} (s) =0 (r*s) (r ,5 = {l,2,3}) (1.80) 

Para escoger adecuadamente el multiplicador escalar, cada vector 
propio se puede normalizar de la forma: 

{x} <,:,:r {x} < ' v) =1 (r = s) (r,s = {1,2,3}) (1.81) 

La ecuación anterior redefine las matrices columna 
{x} ll) ,{x} <2| ,{x} l3) como los vectores propios normalizados de la matriz 

[A], 

Se construye la matriz [p] (de 3 por 3), ubicando un vector propio 
normalizado transpuesto {x} (r)r (de 1 por 3) en cada una de sus filas, así: 
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(1.82) 


[PM{x} (1) M (2) {x} (3) J 


(1.83) 


En virtud de las propiedades indicadas en las Ecuaciones (1.80) y 
(1.81), la matriz [p] es ortogonal. 

Repitiendo la Ecuación (1.79) para los demás vectores propios, es 
decir, [a]{x} <2) = X (2) {x} (2> , [a]{x} <3) = A (3) {x} c3j , se puede escribir la 
siguiente expresión matricial: 


[arMak» M*r [am j, J 

= 3m A,, M 12 ’ 2i(„{x} líi ] 

Premultiplicando la ecuación anterior por [p] se obtiene: 


(1.84) 


0 0 


[PlA][PJ= 0 X 2) 0 


(1.85) 


o o x. 


éste resultado es una matriz diagonal que contiene los valores propios 

de [a]. 

En particular, si dos valores principales son iguales, por ejemplo si 
A ( \) = A( 2 ) ^ Á (3) , el vector propio {x} (3) está definido, en cambio los 
vectores propios {x} U) y {x} (21 corresponden a cualquier vector ortogonal 
a {x} <3) . Con el fin de obtener una matriz de transformación ortogonal 
[p], se escogen los vectores propios {x}"’ y {x} u) ortogonales entre sí, 
manteniendo la validez de las ecuaciones (1.80) a (1.85). 

Si los tres valores propios son iguales, es decir si A (l) = Á (2) = Á (3) , 
cualquier vector corresponde a uno de los vectores propios de la matriz 
[A] . Para conformar una matriz de transformación ortogonal [p] , los 
vectores propios se escogen como cualquier grupo de tres vectores 
unitarios mutuamente ortogonales. 

Sea A un tensor de segundo orden que se expresa mediante sus 
componentes A. en la base e¡ en la matriz [a] = ( a .) o mediante sus 
componentes A tj en la base e, , conformando la matriz [a]= ( a ). 

A partir de la ecuación característica de la matriz [a] expresada de la 
forma det ([ A ] — A [i]) = 0 y recordando que [a]=[m]1a1m] y 
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[l] = [Mf[llM] siendo [M] la matriz de transformación, se deduce lo 
siguiente: 

det([M] r [aJm] - A [i]) = 0 

det Jm] 7 ([a]-A[i]Jm]}=0 

det[Mf det([A] - A[l])det[M] = 0 

Dado que la matriz de transformación [m] es ortogonal y por lo tanto: 
det[Mf = detpYl] 1 = l/det[M] 

-> det[M]det[Mf = 1 


se concluye que: 


det([A]-/l[l]) = 0 (1.86) 

donde X es un valor propio de la matriz [aJ. Los valores propios de 
la matriz de componentes del tensor A son cantidades intrínsecas e 
independientes del sistema coordenado de referencia. 

Si A es un tensor simétrico sus valores propios serán tres números 
reales A^, A^, A^ denominados componentes principales o valores 
principales de A. Si además A (1) , A (2) , A, 3) son positivos, A se denomina 
tensor definido positivo. Los vectores propios del tensor A indicados 
como x ll) ,x <2) ,x <3) se denominan direcciones principales. 

Si los valores principales son distintos las direcciones principales son 
mutuamente ortogonales. En cambio, si dos o tres valores principales 
son iguales, las direcciones principales dadas por los vectores 
x (1, ,x (2, ,x (3) no estarán definidas de forma única. 

Si dos valores principales son iguales, por ejemplo si A (1) = A (2) ^ A (3) , 
el vector propio x (3) está definido, mientras que los vectores x (1) y x (2) 
corresponden a cualquier vector unitario ortogonal a x (3) . Asimismo, 
cuando los tres valores principales son iguales, es decir si 
Ad = Ai» = A 3 ) ’ l °d° vector unitario es un vector propio del tensor A. 

Con el fin de conformar un sistema coordenado con las direcciones 
principales, se establece que los vectores propios x (1) ,x (2) ,x (3) sean 
vectores unitarios mutuamente ortogonales. Por lo tanto, el sistema 
coordenado principal i,, x 2 , x 3 se define como a aquel sistema 
coordenado cartesiano derecho conformado por tres ejes denominados 
ejes principales , los cuales son paralelos a tres vectores unitarios 
llamados vectores base principal é p é 2 ,é 3 . 
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1.6.10. Invariantes de un tensor de segundo orden 

Es importante ratificar que los valores principales A (1) ,A (2) ,A (3) son 
independientes del sistema coordenado escogido, dándoles el carácter de 
invariantes del tensor A. 

Sea A un tensor de segundo orden, se define la traza de A como el 
escalar obtenido de la forma: 


trA = 1: A 


(1.87) 


Dadas las componentes del tensor A¡j definidas en sistema 
coordenado de vectores base e, , la ecuación anterior se puede expresar en 
notación indicial como: 


trA = 

— A n + Aj 2 + A 33 


( 1 . 88 ) 


Sustituyendo la relación entre las componentes del tensor en dos bases 
diferentes A ¡j = M ¡M qj A , en la expresión previa se tiene: 


trA = S¡jM p¡ M qj A pq 

= m j p m « A* 


(1.89) 


^ ’pqApq SA 


Lo anterior demuestra que la traza del tensor A cuyos componentes 
Ay están definidos en la base e, es igual a trA = ri (/ A j; y en general la 
traza de un tensor de segundo orden es independiente del sistema 
coordenado utilizado. 

Si los vectores base del sistema coordenado coinciden con las 
direcciones principales, la matriz de componentes será una matriz 
diagonal, cuyos coeficientes corresponden a los valores propios 
A (1) , A( 2) , A (3) y por lo tanto: 


trA A (1) + A (2) + A (3) 


(1.90) 


De éste resultado se observa que la traza del tensor A es un invariante 
obtenida de la suma de tres cantidades invariantes. 

Se define el tensor simétrico de segundo orden A 2 como el resultado 
del producto A-A en notación compacta y (a 2 \=A jk A kj en notación 
indicial. En consecuencia, 
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trA 2 = 44*4, = 44A = 4*4* 

= 4 + A 22 + A 3-3 + 2A 2 2 + 2A 2 3 + 2A 23 


(1.91) 


Asimismo se define el tensor simétrico de segundo orden A 3 como el 
resultado del producto A • A • A en notación compacta y (a 3 ) (; . = A ik A kt A tj 
en notación indicial. 

En un sistema coordenado dado por los vectores propios se tienen tres 
funciones simétricas invariantes a partir de los valores 
principales A (l) ,A (2) , A (3) , de la forma: 

trA = A^ + A<- 2) + A (3) 

trA 2 = tr(A • A) = A 2 , + A 2 2) + A 2 , (1.92) 

trA 3 = tr(A • A • A) = 4, + 4*2) + 43) 


Observación. La traza de A es igual considerando las 
componentes en cualquier sistema coordenado, por lo tanto trA 
es un invariante de A. Asimismo, se puede demostrar que trA 2 , 
trA 3 también son un invariantes del tensor A. Por otro lado, el 
determinante de A es una cantidad invariante porque está definida 
en función de las trazas trA, trA 2 y trA 3 . 

El grupo más común de funciones simétricas invariantes de A son las 
siguientes: 

7j = trA 

4 = 2{( trA ) 2 - trA2 } (1-93) 

/ 3 = det A = }{trA 3 - /¡trA 2 + 7 2 trAj 

Aplicando el teorema de Cayley-Hamilton para A se cumple que: 

A 3 -/ 1 A 2 + / 2 A-/ 3 1 = 0 (1.94) 

donde 0 es el tensor cero de segundo orden. 

1.6.11. Obtención de los valores y direcciones principales 
de un tensor simétrico de segundo orden 

Los valores principales y las direcciones principales de un tensor 
simétrico de segundo orden se obtienen de la solución no trivial de la 
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ecuación homogénea presentada en la expresión (1.77), a partir de las 
componentes del tensor en una base específica. 

Reescribiendo la Ecuación (1.77) indicada en términos de sus 
componentes en la base e,. , de la forma: 

(A,, - A) A l2 A, 3 0 

A 12 (A 22 -A) A 23 x 2 = 0 (1.95) 

A, 3 A 23 (A 33 -A) x 3 0 

se obtiene la solución no trivial para A cuando el determinante de la 
matriz ([a]-/1[i]) es igual a cero mediante la ecuación cúbica: 

A 3 - I,A 2 + I 2 A -I 3 =0 (1.96) 


donde: 


A = A 1 + A2 + A 3 

11 — A1A2 A1A3 A2A3 — A2 — A 3 — A3 

A = A1A2A3 2A i2 A I3 A 23 — A n A 23 — A 22 A 13 — A 33 Aj. 


(1.97) 


De acuerdo con el método de Cardano, las tres raíces reales de la 
ecuación cúbica mostrada anteriormente son: 

Aa) =2S[ cos ( 3 «)]+3 7 l 

Ajo = 2s[cos(^a + f;r)]+ */, (1.98) 

A (f) = 2 5[cos(ia + f^)]+i/ 1 


siendo, 


R = \il-h 
Q = W 2 -h-bi¡ 
t = (¡ 1 R 3 T 

S = (\Rf 2 
a = árceos 



Los valores principales A m , A (2) , A (3) corresponden con las raíces 
obtenidas A (a) ,A (h) ,A (c) reorganizadas de mayor a menor tal forma que 

Ad > A 2 ) > A 3 ) ’ es decir: 
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A (1) = max 
A (3) = min 


Aal> Afcl’A , 


\aV'\by'\c) 

A a) ’ A*) ’ Ac) 

\i ) e [a<o ’ A*) ’ Ac) ] ^^o) < A2) < A 


(1.99) 


'(i) 


Por otro lado, las direcciones principales se obtienen resolviendo 
simultáneamente la ecuación de segundo orden que define al vector 
x (p, como unitario, es 


decir, (A'") - + (xA ) ) 2 +(A /,> ) 2 =1 y dos 


ecuaciones 


lineales independientes dadas al sustituir un valor principal específico 
A P) en la Ecuación (1.95), así: 


( 1 . 100 ) 


Finalmente las componentes de los vectores propios que indican las 
direcciones principales son: 


1 

1 

>- 

A 2 

A 

U ) 

_ 1 

1 

1 _ 


" 0 " 

A 2 

( Az 2 — A p)) 

A3 

r (p) 

a 2 

= 

0 

CO 

_ 1 

A 3 

(A2 — Ap>) 

1 

“a 

l _ 


0 


siendo, 


x, 


c p) _ &\ 


(p ) 


(n (p) 

Sp) _ Pi 


(n (p) 

(p) _ 


( p ) 




(p) 


x 3 = 




(p) 


p¡ p> = det 


(A 22 A p )) 


*23 


(A 33 —Ap)) 


( 1 . 101 ) 


= - det 


*12 


*13 


A 3 

(A 33 — A/j)) 


p 3 /,) = det 


*12 


*13 


( A 22 a p) ) 


*23 


#2“= /fe A+teA+teA 


Ejemplo 1.4. Sea A un tensor simétrico de segundo orden 
cuyas componentes con respecto a un sistema coordenado 



Conceptos generales 


45 


[A] = 


1 1 
1 -1 
3 1 


3 

1 

3 


Calcular los valores y vectores principales del tensor A. 


Se plantea un sistema homogéneo de ecuaciones 
simultáneas de la forma: 


"(1-4,)) 

1 3 

Y (p) 

a i 


"0“ 

1 

i 

r ( p ) 

A 2 

= 

0 

3 

i (3-4,)). 

x (p) 


0 


se obtiene la solución no trivial para A (p) cuando el 
determinante de la matriz del lado izquierdo de la ecuación 
es igual a cero, de lo cual se deriva una ecuación cúbica de 
la forma: 

\p) _ 4 \p) + 4 \p) — -^3 = 0 


donde: 

=1 —1 + 3 = 3 

/ 2 -1 - (-1) +1 - 3 + (-1) - 3 -1 2 - 3 2 -1 2 = -12 
/ 3 =1(-1)-3 + 21-3 1-M 2 -(-1)-3 2 -31 2 = 8 

Los parámetros del método de Cardano son iguales a: 

/? = ^-3 2 -(-12) = 15 
G = £-3-(-12)-8-^-3 3 =-22 
7'15*)' -5 : - 123 
A - (' ; -15) 2 - 5 

a = arccosí- * ^) 1 = 0.179853 rad —» a = 0.059951 rad 
2 125 ) 3 


Las tres raíces reales de la ecuación cúbica mostrada 
anteriormente se obtienen de la forma: 
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A (a) = 2 75 [cos(0.05995l)] + i • 3 = 5.46410 
A (b) -2 5 [cos(0.059951 + f^)]+ i• 3 = -1.46410 
A (c) = 2 75 [cos(0.059951 + jx)\ + } • 3 = -1.00000 

Estos últimos resultados corresponden a valores principales 
diferentes del tensor simétrico de segundo orden A. 
Ordenados de mayor a menor se pueden indicar como: 

A (1) = 5.46410 , \ 2) =-1.00000 , A (3) = -1.46410 

Para obtener la dirección principal asociada con el valor 
A (1) =5.46410 se calculan los siguientes parámetros: 

=14.9282 , =5.46410 , p[ 3> = 20.3923 

(1) = 25.8564 

Por lo tanto el vector direccional 

(1) 14.9282 5.46410 20.3923 

x w = e. + e 9 + —e, 

25.8564 1 25.8564 2 25.8564 3 

x (1) = 0.5773c! + 0.2113e 2 + 0.7887e 3 

De la misma forma se obtienen las direcciones principales 
asociada con los valores propios 7l (2) = -1.00000 y 
A (3) = -1.46410, con los siguientes resultados: 

x í2) =-0.5773e, -0.5773e 2 +0.5773e 3 

x í3) = 0.5773c! -0.7887e 2 -0.2113e 3 


1.6.12. Parte esférica y desviadora de un tensor 

La parte esférica de un tensor simétrico de segundo orden A o tensor 
esférico es un tensor isótropo cuyas componentes corresponden al 
promedio entre sus valores propios, es decir: 

A esf = jltrA (1.102) 

En mecánica del continuo es habitual descomponer el tensor A en la 
suma de una parte desviadora A dev y una parte esférica A esf , es decir: 
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A = A dev + A esf = A dev + \ ItrA (1.103) 

Por lo tanto la parte desviadora de A o tensor desviador A dev se 
define como: 

A dev = A - IltrA (1.104) 

donde se observa que su primer invariante /, = trA*” es igual a cero. 

Ejemplo 1.5. Siendo A un tensor de segundo orden, 
demostrar que la traza de su parte desviadora es igual a 
cero, es decir trA*” = 0. 

La parte desviadora del tensor A está definida como: 

A dev = A-(jtrA)l 

Si la traza de la suma de dos tensores es la suma de las 
trazas de cada uno, se establece que: 

trA*” = trA trA)trl 

Recordando que (ytrA) es una cantidad escalar que se 
multiplica al tensor 1 y por lo tanto tr[(' trA)l] = (* trA)trl 
. Siendo la traza del tensor unidad igual a 3 se concluye 
que: 

trA*” = trA - ( ' trA)(3) = trA - trA = 0 


Ejemplo 1.6. Dado un tensor simétrico de segundo orden 
A, demostrar que las direcciones principales del tensor A y 
de su parte desviadora A dev son iguales. Establecer la 
relación entre los valores principales de los tensores A y 

A dev . 


Sean x‘"’ los vectores principales y A (n) los valores 
principales de un tensor de segundo orden A, tal que 

A • x ( ' !) = /L ( ' !, x ( " ) . 

Definida la parte desviadora del tensor A como 
A dev = A-(|trA)l, los valores y vectores principales del 
tensor A*” se obtienen de la solución de una ecuación 
homogénea de la forma: 
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_ ^dev(n)^dev(n) 

A • X deV(n) — ( 1 trA)l • X dMn> = yl dev( - n )^de\’(n) 

A • x devM = (ItrA + A dev(n) )x dev(n) 

Comparando la ecuación A ■ x" 1 = X n) x (n) con la expresión 
anterior se concluye que los vectores principales son 
x (n) =x dev( ' n) y que los valores principales son 

A (n> = 3 trA + A dev(n) . 

Ejemplo 1.7. Calcular los valores y las direcciones 
principales de la parte esférica de un tensor de segundo 
orden A rí/ . 

Sean x'"’ los vectores principales y X n> los valores 
principales de un tensor de segundo orden A, tal que 
A-x (,!) =/L ( " , x ( '°. 

Definida la parte esférica del tensor A como 
A'' v/ = (f trA)l, los valores y vectores principales del tensor 
A esf se obtienen de la ecuación homogénea de la forma: 

A es f . _ jesf(n)^esf(n) 

(\tvA)l-x esf(n) =Á esfM x esf(n) 

(y trA - ^ sf(n) )x esf<n) = 0 

Además de la solución trivial x esfUl) =0, la ecuación 
anterior establece que trA - Z' J,n ' = 0 para todo 
x esfM 0 . En consecuencia los valores principales son 
iguales a X sf(n> = \ trA, y cualquier vector x esf0,) indica una 
dirección principal. 
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1.7. Calculo tensorial 


1.7.1. Operador nabla y gradiente de un campo escalar o 
vectorial 


En general, se indica con el símbolo V al operador nabla definido como 
un vector operador diferencial en términos de las derivadas parciales con 
respecto a la posición (x v x 2 ,x 2 ) , de la forma: 


V = 


d 



d d d 

-e, + —+ —e, 

OX í Óx 2 OX 3 


( 1 . 105 ) 


Sea ^(x) un campo escalar en términos de la posición x = ye,, se 
define como el gradiente de (j) al vector obtenido de aplicar el operador 
nabla sobre el campo escalar de la forma: 

grad (p = y <j) = ^e, 

OX- 

d<t> d(¡) d</> ( 1 . 106 ) 

= e, + e 0 + e, 

ÓX\ cx 2 OX 3 

La dirección del gradiente de <f> es normal a una superficie (f)(x) = cte 
y su magnitud es la derivada direccional de (¡> con respecto a esa normal, 
como se indica en la Figura 1.6. 



Figura 1.6. Superficie generada por la función (/>(x l ,x 2 ,x 3 ) = cte 

La derivada direccional de un campo escalar (f> en dirección de un 
vector n = n 7 e, es un escalar definido como: 
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n-W (f> = /re •—e,. 

dx¡ 

dó dó dó 

= n, + n, + m 

OX t OX 2 ÓX 3 

Éste resultado indica el cambio de (j) en la dirección n. 


(1.107) 


Observación. Campo escalar, vectorial o tensorial es una 
función que define una cantidad escalar, un vector o un tensor 
respectivamente para cada posición en el espacio x. 


En general el operador nabla también puede aplicarse sobre un campo 
vectoricd obteniendo como resultado un tensor de segundo orden no 
simétrico. El tensor derivada o gradiente de un campo vectorial a(x) 
corresponde al producto diádico: 

da 

a® v = 5 -' e ,® e > (1.108) 


Comúnmente en la mecánica del continuo se utiliza la parte simétrica 
del tensor derivada, obteniendo el gradiente simétrico de un campo 
vectorial a(x) de la forma: 


V*a = y(v®a + a®v) 


^ da da¡^ 

—-+ — 

v dx i 8x jj 


(1.109) 


Es habitual omitir el símbolo del producto diádico para indicar al 
gradiente del campo vectorial, de tal forma que gradase puede 
representar como Va. 

En notación matricial, el gradiente de un campo escalar, vectorial o 
tensorial es igual al vector de operadores diferenciales o operador nabla 
[v] = [<5 Gx t G dx 2 d/dx 3 J aplicado sobre la matriz de componentes del 
campo escalar, vectorial o tensorial como se indica en el Cuadro 1.1. En 
particular, la matriz de componentes del tensor gradiente del vector a 
definido en la Ecuación (1.108) es de la forma: 
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[»W 


1 

ja 

_1 

[ d 

a 

a 1 

a 2 

a 3 

_1 

i <N 

i 

1 ^ 


da, 

da, 

da, 

dx, 

dx 2 

dx 3 

da 2 

da 2 

da 2 

dx, 

dx 2 

dx 3 

da 3 

da 3 

da 3 

dx, 

dx 2 

dx 3 


1.7.2. Divergencia de un campo vectorial o tensorial 


Sea a = a,e,- un campo vectorial en función de la posición x = x,e,, es 
decir, a(x) = a i (x,,x 2 ,x 3 )e ¡ , la divergencia de a es el escalar obtenido del 
producto interior entre el operador nabla y el mismo vector a, así: 


diva = V • a = 


8a¡ 

dx, 


da, da 2 
dx l dx 2 


da 3 

dx 3 


( 1 . 110 ) 


De manera similar, la divergencia de un campo tensorial de segundo 
orden A(x) = A.(x l ,x 2 ,x 3 )e i ®e ; es igual al vector: 


divA = V • A = 


dA a 

e 

dx, 


( 1 . 111 ) 


divA = 


dA,, dA^, 

+ — ® + 


dA 


31 


+ 


dA 


13 


V dx i 

dA. 


+ 

dx, dx 


23 


dx 2 dx 
dA 


le i + 


3 J 


dA, 2 dA 


+ - 


22 


dx, dx, 


+ 


dA 


32 


dx 


3 J 


33 


dx 


3 J 


Ejemplo 1.8. Dado un campo vectorial de la forma 
a(x) = I O.v, _v 2 e, +3x 2 e 2 -1 x^x^^ , calcular el gradiente y la 
divergencia de a. 

El gradiente de un campo vectorial a en un sistema de 
vectores base e, está definido como un tensor de segundo 
orden de la forma: 
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gra a = a <8> V = ' e, <8> e, 

djCj 

cuyas componentes representadas en notación matricial son 
el resultado de la operación: 







da x 

da { 

da ¡ 


a l 





dx l 

dx 2 

dx 3 

[»w = 

a 0 

" 5 

d 

a " 


da 2 

da 2 

da 2 


dx x 

dx 2 

dx 3 


dx 1 

dx 2 

dx 3 


a 3 




da 3 

da 3 

da 3 






dx x 

dx 2 

dx 3 


Derivando las componentes de a con respecto a las 
coordenadas x x ,x 2 ,x 3 , se obtiene: 


[gra a] = 


10xjX 2 

d d d 


10x 2 10x 1 0 

3x, 


= 

0 3 0 

Z 

dx. dx, dx. 



-7xjX 3 

_ 1 Z J _ 


i 

i 

-j 

o 

l 

--j 
>< 
i_ 


Por otro lado, la divergencia del campo vectorial a en un 
sistema de vectores base e, está definido como un escalar 
de la forma: 


diva = V • a = 


da ¡ 

dx¡ 


da, da , da, 
dx l dx 2 dx 3 


Sustituyendo las derivadas de a con respecto a las 
coordenadas x { ,x 2 ,x 3 , se obtiene: 

diva = -7x l + 10x 2 + 3 


1.7.3. Teorema de la divergencia 

El teorema de la divergencia o teorema de Gauss establece que si un 
campo vectorial a(x) Vx e V tiene derivadas parciales de primer orden 
continuas en todos los puntos de un volumen V acotado por una 
superficie dV (Figura 1.7), se cumple que: 
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J diva dV = Jn-adS 

V dV 


\ da LdV= f nadS 

V UA, Í dV 


( 1 . 112 ) 


donde n es un vector normal unitario a la superficie dV en la posición 
x. 



Figura 1.7. Campo vectorial evaluado en la posición x de un sólido 


Aplicando el teorema de la divergencia a un campo tensorial de 
segundo orden A(x) = A jj e i ®e ; Vxel 7 se obtiene: 

J div A dV = J n • A dS 

V dV 



nA^dS 


(1.113) 








Capítulo 2 
Descripción del esfuerzo 


El esfuerzo es una medida de la intensidad de la fuerza expresada como la 
fuerza distribuida por unidad de área, ocurrente dentro de un cuerpo o 
sobre su contomo. En la mecánica del medio continuo un cuerpo se 
considera libre de esfuerzos, si las únicas acciones presentes son las 
fuerzas interatómicas necesarias para mantener unidas las partículas del 
mismo. El interés de este capítulo es definir y describir el esfuerzo en 
una partícula considerando su representación tensorial (Lai & Saibel 
1965; Spencer 1990; Mase & Mase 1999; Holzapfel 2000; Oliver & 
Agelet 2002; Reddy 2004; Kojic & Bathe 2005; Wu 2005). 


2.1. Fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie 


Según su distribución en el espacio, las fuerzas se pueden clasificar en 
fuerzas de cuerpo y en fuerzas de superficie. En la Figura 2.1 se ilustran 
los diferenciales de fuerzas de superficie actuando sobre un elemento 
infinitesimal de área dS y los diferenciales de fuerzas de cuerpo actuando 
sobre un elemento infinitesimal de volumen dV. 

• Las fuerzas de cuerpo son acciones distribuidas en el volumen del 
sólido las cuales actúan a distancia como por ejemplo las fuerzas 
gravitacionales, inerciales o magnéticas. Tales fuerzas se 
representan como una cantidad vectorial b = b¡e¡ que indica la 
fuerza por unidad de masa. Considerando una densidad constante 
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del cuerpo p , la fuerza de cuerpo por unidad de volumen se 
escribe como p b = pb i e i . 

• Las fuerzas de superficie son acciones distribuidas en una 
superficie específica en el contorno del sólido o dentro de él, que 
actúan por contacto directo con otro cuerpo. Estas fuerzas por 
unidad de área se representan mediante el vector t* = t*e¡. 



Figura 2.1. Fuerzas de superficie y fuerzas de cuerpo un sólido 


2.2. Vector tracción 


Considerando la existencia de fuerzas actuantes en el interior de un 
cuerpo, sea P un punto en la posición X p ocupado por una partícula y S 
una superficie definida por un vector unitario normal a ella n, la cual 
contiene a P, como lo ilustra la Figura 2.2. 


n 



Figura 2.2. Partícula en el interior de un sólido y contenida en una superficie de 
normal n. 
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El vector tracción o también denominado vector de esfuerzos 
t (n) = t (,,) (X (p) ,n) = t, <n, e ( en el punto P sobre la superficie de normal n 
(Figura 2.3), se define como el límite de la fuerza ¿>p transmitida en un 
diferencial de área SS cuando tal área tiende a cero, es decir, 


t (n) 


= lim — 

ss^oSS 


( 2 . 1 ) 


Por lo tanto las componentes del vector tracción se expresan en 
unidades de fuerza divididas en unidades de área. 


Observación. Es importante recordar que el vector tracción t ( "' 
depende de la posición del punto de aplicación P y de la dirección 
de la superficie n. Por otro lado, en general t (,!) no coincide con 
la dirección n, dado que la fuerza transmitida a través de una 
superficie no necesariamente actúa en la dirección normal a la 
superficie. 



Figura 2.3. Vector tracción en un punto P actuando sobre una superficie de normal 

n. 


2.3. Postulados de Cauchy 


Sea t (n) un vector tracción que actúa en un plano de normal n sobre el 
punto material P en el interior de un cuerpo, se establecen los siguientes 
postulados: 
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• El primer postulado de Cauchy indica que el vector tracción t (,,) 
depende de la ubicación del punto material X p y del vector 
unitario normal al plano donde actúa n, es decir t (n) = t (,,) (x p ,n). 

• El segundo postulado de Cauchy establece que para un mismo 
punto material P, el vector tracción actuando en el plano de 
normal n es igual y de sentido contrario al vector tracción 
actuando en el plano de normal -n, por lo tanto 

t ( " ) (x p ,n)= -t (_ " ) (x p ,-n). 


2.4. Componentes de esfuerzo 


Para un mismo punto P cada plano de normal n establece un vector t (,,) . 
En particular, en un sistema cartesiano de coordenadas rectangulares con 
vectores base e, , existe un vector tracción asociado a cada uno de los 
vectores base. Como se ilustra en la Figura 2.4(a), el vector t (1) es el 
vector tracción aplicado en P y sobre una superficie de normal e,. De 
igual manera, los vectores t ,2) y t <3) , mostrados en la Figura 2.4(b) y 
Figura 2.4(c), corresponden a los vectores de tracciones asociados a las 
direcciones e 2 y e 3 , respectivamente. 

Los tres vectores tracción t (1) , t l2) y t (3> son expresados en términos 
de sus componentes en el sistema coordenado de vectores base e, así: 

t (,) = t (i) e . 

1 . 1 . ( 2 . 2 ) 

= t¡ n e I + t 2 ) e 2 + t¡ l) e 3 

Se denomina componente de esfuerzo cr a la componente en la 
dirección del eje Xj del vector tracción t (0 asociado a un plano cuya 
normal es paralela a x ¡, es decir cr = f'd . Por ejemplo en la Figura 
2.4(a), ffi 2 = tf es a la componente en la dirección del eje x 2 del vector 
tracciones t (1) (asociado a una superficie de normal e ). 

En consecuencia el vector tracción asociado a cada plano coordenado 
se puede escribir en función de las componentes de esfuerzo de la forma: 
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(0 

= cr e 




y i 



(1) 

~ a \ i e i 

+ a 12 e 2 

+ a¡ ,e 3 

(2) 

= °2 I e i 

+ cr 22 e 2 

+ o- 23 e 3 

(3) 

II 

o? 

+ cr 32 e 2 

+ CJ 336^ 


(23) 


Recordando que el producto punto entre dos vectores es igual a la 
magnitud de la proyección de un vector sobre el otro y multiplicando por 
e . en ambos lados de la ecuación anterior, se tiene que: 




- 


e ; 


(2.4) 



Figura 2.4. Componentes del vector tracción asociado a la superficie de normal (a) 
e h (b) e 2 , y (c) e 3 . 


2.5. Tracción sobre una superficie arbitraria 

Suponiendo que las componentes de esfuerzo cr, ; son conocidas para todo 
punto material, se determina el valor promedio del vector tracción sobre 
una superficie arbitraria que contiene a P, estableciendo el equilibrio de 
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las fuerzas actuando sobre las caras de un tetraedro elemental como se 
ilustra en la Figura 2.5. 

Las caras PRT, PQT y PQR del tetraedro son superficies normales a 
los ejes coordenados y a los vectores - e,, - e 2 y - e 3 , respectivamente, 
en cambio la cara QTR es normal al vector unitario n = n ¡ e i . Sea SS el 
área de la cara QTR y n { ,n 2 ,n 3 las componentes del vector unitario 
normal a tal cara o los cosenos directores de n, el área de las caras PRT, 
PQT y PQR del tetraedro corresponden a 

áS, = n x SS , SS 2 = n 2 SS y ¿S 3 = n 3 SS (2.5) 

respectivamente. 



Figura 2.5. Fuerzas actuantes sobre un tetraedro elemental 

Las fuerzas actuantes en las cuatro caras del tetraedro son las 
siguientes: sobre la cara PRT actúa -t (1) á5j, sobre PQT actúa -t (2) áS 2 , 
sobre PQR actúa -t (3) <5S 3 y sobre la cara inclinada QTR actúa t (n) SS. 
Adicionalmente se ejercen fuerzas de cuerpo en el volumen del tetraedro 
SV iguales a ffoSV. 

De acuerdo con la segunda ley de Newton se establece el equilibrio de 
fuerzas del tetraedro elemental como la sumatoria de valores promedio de 
las fuerzas actuantes igualadas a la fuerza inercial p&SV así, 

- t ll, áS, -1 {1> SS 2 - 1 0) SS 3 + t (,,) áS + f*)SV = paSV (2.6) 

Sustituyendo las Expresiones (2.5) en la ecuación anterior y 
despejando el vector tracción sobre la superficie normal a 
n = n í e ] + n 2 e 2 + n 3 e 3 , se tiene que: 
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t (n) = t (1) n 1 + t (2) n 2 + í 0) n 3 - /?(b - a)— (2.7) 

SS 

Si el tetraedro elemental se reduce de tamaño manteniendo su forma el 
factorial' <58 —>0 y en consecuencia: 

t (n) =t m n l +t (2) n 2 + t° ) n 3 ( 2 . 8 ) 

La expresión anterior se puede escribir en notación indicial de la 
forma: 


t (n) - 1 ( \ 

(2.9) 

Por otro lado, siendo t (i> = <J !i e j se tiene que: 


s' 

ii 

II 

s 

(2.10) 

En conclusión las componentes del vector tracción 
actuando sobre la superficie de normal n, son iguales a: 

t (n) = 

*? = 

(2.11) 


2.6. Trasformación de las componentes de 
esfuerzo 


Las componentes de los vectores tracción están definidas por un sistema 
coordenado específico y por lo tanto las denominadas componentes de 
esfuerzo son diferentes de acuerdo con el sistema coordenado escogido. 

Sea <j lj las componentes de esfuerzo definidas como las componentes 
del vector tracción t (,) = oye ; actuando sobre una superficie de normal e, 
y establecidas con respecto al sistema coordenado de vectores base e,. 
Considerando ahora una nueva base e, , las componentes de esfuerzo oy 
son las componentes del nuevo vector tracción t í0 = oye • actuando sobre 
una superficie de normal e, y asociadas al sistema coordenado de 
vectores base e ; . 

De acuerdo con las Ecuaciones (1.34) y (1.35), los vectores base de 
dos sistemas coordenados diferentes se relacionan de la forma e, = M„e, 

* v J 
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y e . = M ¡j e¡, siendo M tj el coseno director entre los ejes coordenados x¡ 
y xj. 

En particular, t (1) es el vector tracción a una superficie cuya normal 
n = n x e x + n 2 e 2 + n 3 e 3 es el vector base e, = M x ,e 1 + M 12 e 2 + M 13 e 3 . Por lo 
tanto t (1) se puede expresar mediante la Ecuación (2.9) cuando 
n, = M n ,n 2 =M l2 ,n 3 =M 13 de la forma: 

t (1) =M,t (í) 

( 2 . 12 ) 

= M n t (1) +M 12 t (2) +M 13 t (3) 

Sustituyendo a t (,) = ove . en la ecuación anterior se tiene que: 

t“’=M llCT( ,e y =M lí c7 i M, A (2.13) 

De manera similar se definen los vectores tracción t (2) y t' ! 1 asociados 
a superficies normales a los vectores base e 2 y e 3 respectivamente, 
obteniendo la siguiente expresión general: 

t (p) = M pj a jj M qj e q (2.14) 

Recordando que el vector tracción sobre una superficie de normal e, y 
asociado al sistema coordenado de vectores base e ; corresponde a 
t (p) = ere ,, las componentes de esfuerzo en los dos sistemas 

pq q x 

coordenados se relacionarán así: 


<? Pq = M P Pn M m 


(2.15) 


La ecuación expresa precisamente la ley de transformación de las 
componentes de un tensor de segundo orden. 


2.7. Tensor de esfuerzos 


De acuerdo con el Apartado 1.6.2 y con la conclusión anterior, existe un 
tensor de segundo orden cr cuyas componentes son cr en el sistema 
coordenado de vectores base e, o de componentes cr en el sistema 
coordenado de vectores base e, , es decir, 

cr = cr . e ® e = cr e ® e 

V i J IJ I J 


(2.16) 
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Tal tensor describe completamente el estado de esfuerzos de un punto 
material sobre un cuerpo y se denomina tensor de esfuerzos de Cauchy o 
simplemente tensor de esfuerzos. Hay otras medidas del esfuerzo 
adoptadas en problemas de deformación finita que no están en el alcance 
de este documento. 

El tensor de esfuerzos de un punto material es una entidad física 
definida por el vector tracción t (,,) y por el vector unitario normal a la 
superficie sobre la cual actúa n. 

De acuerdo con Ecuación (1.63) la matriz de componentes del tensor 
de esfuerzos referida a los vectores base e, y a los vectores base e, , 
respectivamente son: 





°"l2 

(7i3 

H=W 

i= 

Cr 2l 


*^23 



_<T 3 i 

^32 

cr 33 



^1, 

°"l2 

°"l3 

)= 

°21 

Cr 22 

*^23 



<J 3 1 

^32 

cr 33 


(2.17) 


Asimismo, como lo indica la Ecuación (2.15), la ley de 
transformación de sistema coordenado en notación matricial establece 
que: 




siendo [m]=(a/, ; ) la matriz de transformación. 


(2.18) 


Ejemplo 2.1. Dadas las siguientes las componentes de 
esfuerzo de un punto P en un sistema de coordenadas 

x 1 x 2 x 3 : 



2 

1 

5 


1 

6 

2 


-5 

2 

-3 


MPa 


Determinar las componentes de esfuerzo [cr] en un sistema 
coordenado x t x 2 x 3 , cuyos vectores base son: 
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e, = j(e 1 + 2e 2 -2e 3 ) 
e 2 = 3 (2Cj + 6 2 + 2e 3 ) 
e 3 = j(2e 1 -2e 2 -e 3 ) 


Las componentes de la matriz de transformación definidas 
como M¡j = e, • e ., son iguales a: 


[m]=K)=1 


1 2 -2 

2 1 2 

2 -2 -1 


Las componentes del tensor de esfuerzos con respecto al 
sistema coordenado x¡x 2 x 3 se obtienen del triple producto 
matricial: 


[ff] = [mMmJ 


1 

1 

K> 
_1 


"-2 1 -5" 

2 1 2 


1 6 2 

i 

K> 

1 

K> 

1 

1_ 


-5 2 -3 


1 2 2 

2 1 -2 

2 2-1 


El resultado de la operación anterior es: 



6 

13 

-1 


13 

-14 

-12 


-1 

-12 

11 


MPa 


Sea t (I) el vector tracción actuando sobre la superficie de normal e,, 
el cual corresponde la suma vectorial de los vectores <j u t x ,<J n e 2 y cr 13 e 3 , 
mostrados en la Figura 2.6(a). Allí se observa que las cantidades 
vectoriales se representan mediante flechas que llevan la dirección 
positiva de los ejes coordenados. Sin embargo, en la representación 
gráfica es habitual omitir los vectores base e, para indicar a los vectores 
cr (> e / como se muestra en la Figura 2.6(b). 

El tensor de esfuerzos se representa gráficamente mediante las 
componentes de los vectores tracción asociados a las caras de un cubo, 
cuyas normales o planos coordenados llevan la dirección positiva de los 
ejes del sistema coordenado x ¡, como lo ilustra la Figura 2.6(b). 
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Observación. La componente cr.. es la magnitud del esfuerzo 
actuante en el plano coordenado normal a x¡ en dirección e.. 
Una componente de esfuerzo es positiva si dirección coincide con 
la dirección positiva de uno de los ejes coordenados y actúa en un 
plano cuya normal también apunta hacia la dirección positiva de 
uno de los ejes coordenados. Todas las componentes de esfuerzo 
mostradas en la Figura 2.6(b) son positivas. Las dimensiones 
asociadas a las componentes de esfuerzo son las mismas de la 
tracción y corresponden a unidades de fuerza divididas entre 
unidades de longitud al cuadrado. 





Figura 2.6. Componentes de esfuerzo: (a) componentes del vector tracción 
actuando sobre la superficie ei, (b) representación de las componentes de esfuerzo 
sobre las caras positivas de un cubo infinitesimal (se omite el vector base que 
define la dirección). 


Las componentes de esfuerzo que actúan en dirección normal a los 
planos coordenados respectivos, es decir, las componentes de t (,) en la 
misma dirección normal a la superficie e ; , se denominan esfuerzos 
normales. Las componentes cr n ,cr 22 ,cr 33 , es decir los cr,. V i = j , 
corresponden a los esfuerzos normales del tensor cr como se indica en la 
Figura 2.6(b). 

Las componentes de esfuerzo contenidas en los planos coordenados y 
paralelas a los ejes coordenados se denominan esfuerzos cortantes. Las 
componentes a 12 ,a 13 ,a 21 ,a 23 ,a 31 ,a 32 , es decir loscr,. V i ^ j , 
corresponden a los esfuerzos cortantes del tensor cr como se indica en la 

Figura 2.6(b). 

Las componentes del tensor de esfuerzos definidas con respecto a un 
sistema coordenado de vectores base e, indicadas en la matriz [cr] = (cr ) 
de la Ecuación (2.17), se representan gráficamente en la Figura 2.7. 
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Retomando la deducción del vector tracción actuando sobre una 
superficie arbitraria de normal n indicada en la Ecuación (2.10) y a partir 
de la definición del tensor de esfuerzos, se obtiene en notación indicial y 
compacta que: 


t ( '" =n ■<j = n ¡ <j ij e j 
tf = n¡ c7.. 


(2.19) 


Si las componentes de los vectores t ( ”'y n se representan mediante 
matrices columna, la ecuación anterior en notación matricial se expresará 
como: 




1 

_ 1 


i 

q 

*^21 

1 

b" 

1 

sT 

i_ 

t (n) 

l 2 

= 

°"l2 

CT 22 

°"32 

U 2 

i 

1c 

XT 

_ i 


1 

q 

u> 

^23 

CT 33_ 

n 3 


( 2 . 20 ) 


Xr, 

*3 A 3 





Figura 2.7. Representación de las componentes de esfuerzo sobre las caras 
positivas de un cubo infinitesimal en un sistema coordenado de vectores base e, • 


Ejemplo 2.2. Dado un estado de esfuerzos cuyas 
componentes en un sistema de coordenadas x x x 2 x 3 son: 



10 5 -3 

5 12 6 

-3 6 2 


MPa 
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Determinar el vector tracción actuante sobre un plano 
definido por la función <p = 2x 1 + 3x 2 + 6x 3 +1 = 0, como lo 
indica la Figura 2.3. 


El gradiente de la función de un plano es un vector normal 
a él. En particular, el gradiente de <j> = 2x¡ + 3x 2 + 6x, +1 se 
obtiene de la forma: 


d(¡) d(j) d(¡) ~ , 

Vtp = — h—— e 2 h—- e 3 = 2ej + 3e 2 + 6e 3 

dx^ dx 2 dx 3 


La n orma del vector anterior es igual a 
^7<f> = \/2 2 +3 2 + 6 2 = 7 y en consecuencia el vector 
normal unitario al plano se calcula como: 


n = 


V<* 




— y(2Cj + 3e 2 + 6e 3 ) 


El vector tracción actuante en un plano de normal unitaria n 
es igual t (,,) = n-cr en notación tensorial o [t°° ] = [cr] r [n] 
en notación matricial. Sustituyendo las componentes del 
tensor de esfuerzos y del vector n dados en la misma base 
e ; se tiene que: 


10 

5 

5 

12 

-3" 

6 

"2" 

3 

1 _ 

"17" 

82 

-3 

6 

2 

6 

7 ” 

24 


1 MPa 
7 


En conclusión el tensor de tracción es igual a 
t (,,) = y(17ej + 82e 2 + 24e 3 ) MPa . 


2.8. Ecuaciones de equilibrio y simetría del 
tensor de esfuerzos 


En esta sección se presenta el equilibrio dado por la fuerza y el momento 
resultante tanto en el medio continuo como en un punto material. 
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2.8.1. Ecuaciones de equilibrio 


Se considera un cuerpo en equilibrio si la fuerza y el momento resultante 
alrededor de un punto específico son iguales a cero. Asimismo, una parte 
cualquiera del cuerpo de volumen V' cz V y de superficie de contorno 
8V' c= 8V también estará en equilibrio, si todo el sólido cumple con tal 
condición. 

Las fuerzas que actúan sobre una parte del cuerpo corresponden a la 
suma de las fuerzas de superficie t* sobre una región dV' y las fuerzas 
de cuerpo ph sobre el volumen V’ como lo indica la Figura 2.8. 

La primera condición de equilibrio estático indica que la fuerza 
resultante es igual a cero y se puede expresar mediante la siguiente 
ecuación vectorial. 



( 2 . 21 ) 


De acuerdo con el principio de acción y reacción, la acción externa 
dada por una fuerza de superficie actuando sobre un punto del contorno es 
igual y de sentido contrario a una acción interna definida por un vector 
tracción, es decir t*(x) = t ( " ) (x,n << l ’) VxeSL', siendo n <dv ’ el vector 
normal unitario a la superficie de contorno dV' en el punto material de 
coordenada x. Recordando que el vector tracción es igual a t <n> = n • <j , 
la ecuación de equilibrio en cada punto material del contorno del sólido 
se define como: 


n • cr = t* Vx e dV' 


( 2 . 22 ) 



Figura 2.8. Fuerzas de superficie y fuerzas de cuerpo un sólido 
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Dado un sistema coordenado de vectores base e. el equilibrio de 
fuerzas se expresa en notación indicial como: 


| n j (7 jj dS + J pbjdV = 0 

dv' v' 


(2.23) 


Aplicando el teorema de la divergencia al tensor de esfuerzos 
<7¡j e, 0 e -, se transforma la integral en la superficie dV' del primer 
término de la ecuación anterior por una integral en el volumen V’, así: 

\n i a, j dS = \ d ^dV (2.24) 

dV' V' VX i 


suponiendo que las primeras derivadas del tensor de esfuerzos son 
continuas. Por lo tanto la Ecuación (2.23) es igual a: 



\ 


+ pb ¡ 


dv = o 


j 


(2.25) 


Si el volumen arbitrario V’ corresponde al volumen del sólido V, la 
expresión anterior se denomina ecuación global de equilibrio dada por la 
fuerza resultante y se escribe en notación indicial de la forma: 


1 


da ü 

SX: 


+ pb, 


dV= 0 


(2.26) 


y en notación compacta es igual a: 

J(V-o- + pbVy = 0 

v 


(2.27) 


Ahora suponiendo que el volumen arbitrario V’ de la Ecuación (2.25) 
es igual al diferencial de volumen dV, se puede definir la ecuación de 
equilibrio local dada por la fuerza resultante en notación indicial de la 
forma: 

8 pL + pb =0 \/X¡ e V (2.28) 

ox¡ 

y en notación compacta como: 

V-cr + pfo = 0 VXeV (2.29) 


La expresión anterior también recibe el nombre de ecuación de 
equilibrio interno o ecuación de Cauchy y representan las siguientes tres 
ecuaciones de equilibrio. 
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dx ] 


+ 


d °\2 

dx t 


+ 


doj 3 
dx 1 


+ 


da 


21 


< 9 x, 


da 


22 


dXr, 


da 


23 


dx-, 


da^ i 

ck 3 

da^ 

dx 3 

5cr 33 

fív 3 


+ pb { = 0 

+ PK = 0 

+ pb 3 = 0 


(2.30) 


La segunda condición establece que el momento resultante alrededor 
de un punto O es igual a cero. Siendo x el vector posición de cada fuerza 
aplicada con respecto a O , como lo indica la Figura 2.8, se tiene una 
ecuación de equilibrio de la forma, 

| x x t*dS + | x x ffodV = 0 (2 311 

8V' V' \ • ) 


Se recuerda que el momento generado por una fuerza alrededor de un 
punto es igual al producto vectorial o cruz entre el vector que define la 
posición de la fuerza con respecto a tal punto y el propio vector fuerza. 
En general, el producto vectorial entre los vectores x y t se escribe de la 
forma xxt* = p ^ e-x í* donde p jpq corresponde al operador 
permutación entre los índices i, p y cj. 

Considerando que el punto O está ubicado en el origen del sistema 
coordenado de vectores base e / y que t =t < " ) =n ¡ a ij e j , la ecuación de 
equilibrio dada por el momento resultante se expresa en notación indicial 
como: 

J Pip q X p n r°r q dS + | PP jpqX p b q dV = 0 ( 2 . 32 ) 

dV' V' 

Aplicando de nuevo el teorema de la divergencia al tensor de tercer 

orden x p a ir/ e p 0e r 0e , la integral de superficie del primer término de 
ecuación anterior se transforma en una integral de volumen de la forma: 

J PjpP p n,a n/ clS = J p jpq —(x p a rq )dV (2.33) 

dV' V' OX r 

Sustituyendo el resultado anterior en la Ecuación (2.32) se tiene una 
ecuación de equilibrio sobre un volumen arbitrario V’ de la forma: 
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Si el volumen arbitrario V’ corresponde al volumen del sólido V, la 
expresión anterior se denomina ecuación global de equilibrio dada por el 
momento resultante y se escribe en notación indicial de la forma: 

J PjpJ\q x ( x r (T rJ+ Px p b)^dV = 0 (2.35) 


Por otro lado, la ecuación local de equilibrio dada por el momento 
resultante corresponde a la Ecuación (2.34) integrada en un volumen 
diferencial dV, lo cual en notación indicial es igual a: 



VX f e V 


(2.36) 


Observación. El equilibrio de un sólido obliga a que se cumplan 
las condiciones de equilibrio de cada una de las partículas que 
conforman el mismo. Por esta razón, las ecuaciones de equilibrio 
planteadas anteriormente se escriben tanto de forma global a 
partir de la integración en el volumen del sólido, como de forma 
local con respecto a cada posición x en el interior y en el contorno 
del mismo. 


2.8.2. Simetría del tensor de esfuerzos 

A partir de las ecuaciones locales de equilibrio indicadas en las 
expresiones (2.28) y (2.36), se puede demostrar la simetría del tensor de 
esfuerzos mediante el desarrollo descrito a continuación. 

Evaluando la derivada del producto x p a rq en el primer término de la 
Ecuación (2.36) se tiene: 

f dx da ] 

Pjpq { 3x a ' q + ^ dx + pXpbq \ = 0 (237) 

Factorizando x p del segundo y tercer término y recordando que 
dx p /dx r = 8 pr y que 8 pr a rq = a pq , se obtiene que: 

f (da Y| 

PjnWp* + of + p \Jj = 0 (2-38) 

El término entre paréntesis de la ecuación anterior corresponde a la 
parte izquierda de la ecuación local de equilibrio dada por la fuerza 
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resultante. Como se indica en la Expresión (2.28) dicha ecuación es 
igual a cero y en consecuencia: 

P 1Pl P Pq = 0 (2.39) 

La condición anterior implica que 

a p, = a qP (2.40) 


y por lo tanto el tensor de esfuerzos de un punto en equilibrio es un 
tensor simétrico. De acuerdo a lo anterior la matriz de componentes de 
esfuerzo en un sistema coordenado específico es igual a su transpuesta y 
se puede escribir de la forma: 


H=W 


°il 

*^12 

(J l3 

°"l2 

^22 

**23 

C13 

*^23 

<J i3 


(2.41) 


Considerando un sólido en equilibrio dinámico también se llega a la 
misma conclusión. 

En general el producto simplemente contraído entre un vector y un 
tensor de segundo orden simétrico cumple con la propiedad conmutativa, 
por lo tanto las ecuaciones de equilibrio interno y de equilibrio del 
contorno donde interviene el tensor de esfuerzos se pueden presentar en 
notación indicial como: 


—- + pb i = —— + pb¡ =0 Vx e V 
dx, ' dx, ' 

npa = íT ; ,/7, = t] V&,.eV 


(2.42) 


y en notación compacta como: 

V-cr + /7b = cr-V + yOb = 0 VxeV 

n-cr = cr-n = t VSxeE 


(2.43) 
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2.9. Componentes principales de esfuerzo y 
direcciones principales 


Como se ilustra en la Figura 2.9(a ), un vector tracción que actúa en un 
punto P y sobre un plano de normal n, en general, no es paralelo al vector 
n. Sin embargo, existe un plano especial de normal n <p) indicado en la 
Figura 2.9(b), para el cual un vector tracción actúa en la misma dirección 
de n (p) . Por lo tanto el vector tracción t <p) se puede expresar como un 
escalar a {p) multiplicado por tal vector normal unitario, es decir: 


t {p) =c> n (p) 
1 u ( P ) n 

= (7 ll} P ^ 

1 } 0 (p) n j 


(2.44) 


La dirección definida por n (/ ” que cumple la ecuación anterior se 
denominan dirección principal de esfuerzo y el escalar <j (p) corresponde 
al valor principal de esfuerzo. Asimismo, todo plano cuya normal es 
n {p) se denomina plano principal de esfuerzos. En la Figura 2.9(b) se 
observa que la componente de esfuerzo tangencial o cortante sobre este 
plano es nula, si el vector tracción es normal a la superficie en la cual 
actúa. 


h(«) 




(p)/ 


Figura 2.9. Vector tracción en P : (a) asociado a una superficie arbitraria de 
normal n, (b) asociado a una superficie especial cuya normal n''" es paralela al 

mismo vector tracción 


Aplicado la Ecuación (2.19) cuando el vector tracción lleva la misma 
dirección del plano en el cual actúa, y en virtud de la simetría decr, se 
tiene que: 

t (p) =a-n ip) 
t) p) = a. ü n\ p) 


(2.45) 
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Si ahora se restan las Ecuaciones (2.44) y (2.45) se obtiene la 
siguiente ecuación homogénea: 

0--n (/7) ~°(p) n(P) = 0->(o--l<7 ( J-ii (í,) =0 

a ji n i P> ~ a ( P ) n i P) = 0 (°> - S ji (7 tpM P) = 0 

que representa tres ecuaciones escalares de la forma: 

(o) i - <T( P ) ) n i P) + a i2 n 2 P> + n 3 P> = 0 
°lA P) +{ <7 22- (J lp)) n 2 P) +^23 n i P) =0 

°iA P) +&32 n 2 P) +( fT 33 -<T(p)) n i P) =0 

En notación matricial y recordando la simetría del tensor de esfuerzos 
las ecuaciones anteriores se reescriben como: 


1 

'ST 

i 

_q 

_q 

to 

_q 

u> 

_ 1 

1 

_ 1 


"0" 

°"l2 22 ^23 

nf 

= 

0 

°13 <J 23 ((Xjj— Í7 (p) ) 

tp” 


0 


(2.46) 


(2.47) 


siendo conocidas las componentes de esfuerzo. Para calcular las 
incógnitas n\ p) y a (p) , además de las ecuaciones (2.47), se recurre a la 
condición de normalización de los vectores principales expresada como: 

n (p) = 1 

n\ p) n\ p) = 1 (2.49) 

(«íri+k”F+(< l=i 


Para obtener la solución no trivial de la Ecuación (2.48), el 
determinante de la matriz de tercer orden presentada a la izquierda debe 
ser igual a cero, es decir: 


det 




cr, 


12 


cr, 


13 


da{a j[ -S ji a (p) )=0 


°12 

\ 

Cr i 3 


®23 

/ 

®22 

(cr 33 — <j { 


(2.50) 


Tal determinante da como resultado una ecuación cúbica para a (p) 
denominada ecuación característica del tensor de esfuerzos de la forma: 
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cuyas raíces cr ( 1 ) ,cr ( 2 ) ,cr (3) denominadas valores principales del tensor 
de esfuerzos son reales y se ordenan de tal manera que cr (1) > cr (2) > cr (3) . 
El esfuerzo principal mayor es <r (1) , el esfuerzo principal intermedio es 
cr (2) y el esfuerzo principcd menor corresponde a cr (3) . Los coeficientes 
de la ecuación cúbica / 1 ,/ 2 ,/ 3 se conocen como el primer, segundo y 
tercer invariante del tensor de esfuerzos y se expresan en notación 
compacta de la misma forma como se indicó en la Ecuación (1.93) para 
un tensor simétrico de segundo orden, así: 

/, = trcr 

/ 2 = j {(trcr) 2 - trcr 2 } (2.52) 

I 3 = det <j 

y en notación indicial como: 

A = ^kk 

I 2 = \\?kkf (2.53) 

/ 3 = det(cr.) 

Cada valor principal de esfuerzos <j {p) está asociado a una dirección 
principal definida por un vector propio normalizado 
n (í>) = n[ p) e 1 + n 2 p) e 2 + n 3 p) e 3 , que cumple con las ecuaciones (2.46), 
(2.47) y (2.49). 

Para calcular las componentes del vector orientado en la dirección 
principal p se sustituye el valor del esfuerzo principal cx (p) en las 
ecuaciones anteriores. Dado que tal sistema de ecuaciones es 
homogéneo, la solución no trivial será un resultado modal , es decir que 
las componentes obtenidas multiplicadas por cualquier real diferente de 
cero, siguen siendo solución del sistema. 

El cálculo de los valores y las direcciones principales de esfuerzos 
siguen el mismo procedimiento para evaluar los valores y vectores 
principales de un tensor simétrico de segundo orden presentados en los 
Apartados 1.6.9 y 1.6.11. La simetría del tensor de esfuerzos permite 
confirmar que existen tres valores principales reales asociados a tres 
direcciones principales. 

Si los valores principales son distintos las direcciones principales son 
mutuamente ortogonales. En cambio, si dos o tres valores principales 
son iguales, las expresiones anteriores se siguen cumpliendo pero los ejes 
principales dados por los vectores n (1, ,n <2) ,n' 3) no estarán definidos de 
forma única. 

Si dos valores principales son iguales, por ejemplo si 
<r m = ( 7 ( 2 ) ^ cr (3) , el vector propio n l3) está definido, mientras que los 
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vectores n (1) y n (2) corresponden a cualquier vector unitario ortogonal a 
n (3) . Por otro lado, si los tres valores principales son iguales, es decir si 
cr ( i) = <y ( 2) = <r (3) , todo vector unitario es un vector propio del tensor <j. 

Con el fin de conformar un sistema coordenado cartesiano derecho 
con los ejes principales, se establece que los vectores propios 
n (1) ,n <2) ,n (3) sean vectores unitarios mutuamente ortogonales. 

El sistema coordenado principal de esfuerzos x v x 2 , x 3 indicado en la 
Figura 2.10, se define como a aquel sistema coordenado conformado por 
los ejes principales del tensor de esfuerzos cr. Asimismo, se denominan 
vectores base principal é 1 ,é 2 ,é 3 a los tres vectores unitarios paralelos a 
cada uno de los ejes principales. Por lo tanto el tensor de esfuerzos 
escrito en términos de sus componentes en un sistema coordenado 
principal corresponde a: 


<T = (J ¡j e i 




Ko (' = j) 
|0 (i * j) 


(2.54) 


La matriz [<x] de componentes del tensor de esfuerzos expresados en 
el sistema coordenado dado por la base éj,é 2 ,é 3 corresponde a una matriz 
diagonal cuyos coeficientes son los valores de esfuerzos principales, es 
decir, 






Descripción del movimiento y de la deformación 


77 


Observación. Los vectores base principal son vectores unitarios 
mutuamente ortogonales en dirección de los ejes de un sistema de 
coordenadas rectangulares cartesianas de mano derecha. 

Observación. Cuando los valores principales son diferentes entre 
sí, los vectores base principal é,,é 2 ,é 3 coinciden con los vectores 
n.n .n respectivamente. 


Ejemplo 2.3. Dado un tensor simétrico de segundo orden 
er que representa el estado de esfuerzos de un punto P en 
un sistema de coordenadas x¡x 2 x 3 , cuyas componentes 
indicadas en notación matricial son: 



3 2 
2 6 
3 -6 


-3 

-6 

3 


MPa 


Determinar los valores principales de esfuerzos y las 
respectivas direcciones principales en dicho punto material. 


Los esfuerzos principales cr (p) y las direcciones principales 
n (,,) se obtienen de la solución no trivial de una ecuación 
homogénea de la forma (cr-lcr (y;) )-n lp) =0, la cual se 
puede expresar en notación matricial como: 


2 

-3 


2 


6-cr, 


(p) 


-6 


1 

_ 1 


1 

_ 1 


" 0 " 

-6 



= 

0 

3 - a ( P )_ 


lip 


1 

0 

_ 1 


La expresión anterior es válida si el determinante de la 
matriz cuadrada a la izquierda es igual a cero, de donde se 
obtiene una ecuación cúbica de la forma: 


a (p) 


(p) + h a <p) h 0 


siendo / p / 2 ,/ 3 los invariantes del tensor de esfuerzo que en 
particular son iguales a: 

/[ = trcr = 12 

I 2 = k fctraf - tro- 2 }= i{l2 2 -152¡ = -4 
/ 3 = det a = -48 
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Las tres raíces reales de la ecuación cúbica anterior 
corresponden a los esfuerzos principales cuyos valores son 
los siguientes: 

cr (1) = 12 MPa , cr (2) = 2 MPa , <j (3) = -2 MPa 

La dirección n <n = 77, (1, e, +n^ ] e^ + n t 3 > e 3 del esfuerzo 
principal cr (ij =12 MPa, se obtiene de la solución de un 
sistema de 3 ecuaciones simultáneas elegidas de la 
siguiente manera. Las dos primeras expresiones 
corresponden a dos ecuaciones escalares linealmente 
independientes de la ecuación homogénea tensorial 
(cr.,. - 8 ]¡ (j (p) )ri i p) = 0, en este caso para j = 1 y j = 2. Se 
utiliza como tercera ecuación la norma del vector unitario 
de componentes n¡ p) , evitando la solución trivial del 
sistema. Por lo tanto el sistema de ecuaciones se expresa 
como: 

(3-12)<'+2nf-3nf =0 
2n 1 (1) +(6-12)nf-6nf =0 

(^l U) ) 2 +(«2 I} ) _ + ("3 n ) = 1 


De la solución del sistema de ecuaciones anterior se 
obtienen las siguientes componentes del vector direccional 
n (l) asociado al esfuerzo principal cr (1) : 


77 , 


( 1 ) _ 


70 


77 


CD 


, _ 


70 


5 

770 


La dirección n' 2 ’ = n[ 2> e ] + n í 2 2l e 2 + n 3 2> e 3 del esfuerzo 
principal cr (2) = 2 MPa , se obtiene de la solución de un 
sistema de ecuaciones simultáneas conformado por las 
ecuaciones escalares linealmente independientes de la 
ecuación homogénea tensorial {cr ji —S j¡ u { ^)n\ p) =0 para 
7 =1 y 7 = 3, y por la norma del vector unitario de 
componentes n (p) , así: 

( 3 - 2 ) 777+2 777 - 377^=0 

-3777-6 77^+ (3-2) 777 =0 
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Al resolver el sistema de ecuaciones anterior se obtienen las 
siguientes componentes del vector direccional n l2) asociado 
al esfuerzo principal cr (2) : 

(2) 2 (2 ) 1 (2) n 

n\ = - , n\= , n\ = 0 

a/5 a/5 

Finalmente, la dirección n (3> = n 1 (3) e 1 + n 2 3, e 2 + n 3 3, e 3 del 
esfuerzo principal cr (3) = -2 MPa , se obtiene de la solución 
de un sistema de ecuaciones simultáneas conformado por 
las ecuaciones escalares linealmente independientes de la 
ecuación homogénea tensorial (cj ji -S j¡ cj {p ^)n\ p) = 0 para 
7 = 2 y y = 3, y por la norma del vector unitario de 
componentes n ( ¡ p) , así: 

2n 1 (3) + (6 + 2)nf-6nf =0 
-3/1® - 6n® +(3 + 2)nf =0 


Al resolver el sistema de ecuaciones anterior se obtienen las 
siguientes componentes del vector direccional n <3) asociado 
al esfuerzo principal cr (3) : 


n 


O) _ 

i 


1 

VÍ4 




3 

VÍ4 


Ejemplo 2.4. Dadas las siguientes las componentes de 
esfuerzo de un punto P en un sistema de coordenadas 

x 1 x 2 x 3 : 



4 

11 

2 


-2 

2 

14 


MPa 


Determinar los valores principales de esfuerzos y las 
respectivas direcciones principales en dicho punto material. 


Los invariantes del tensor de esfuerzos cr son iguales a: 
7j = tr<r = 12 

/ 2 =iftr<r) í -tr<T ! ¡=ljl2 5 -54¡=45 
Z 3 = det cr = 50 
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Por lo tanto, la ecuación característica del problema de 
valores propios de la forma ( a = 0 es: 

< 7 ¿)- 12 <) + 45 ( 7 ( rt - 50 = 0 

Los esfuerzos principales corresponden a las tres raíces 
reales de la ecuación cúbica anterior cuyos valores son: 

cr (1) = 5 MPa , a (2) = 5 MPa , cr (3) = 2 MPa 

Las direcciones principales se obtienen de la solución de un 
sistema de tres ecuaciones simultáneas conformado por dos 
ecuaciones escalares linealmente independientes escogidas 
de las siguientes ecuaciones: 

+ o 

+ !«?’= o 

- j n ! P> + j n 2 P> + (y- <T ( P >) ,í 3 í ’ ) = 0 

La última ecuación del sistema está dada por la norma del 
vector unitario de componentes n\ p) , de la forma: 

( rí ^+«'1 = 1 

La dirección n (3) = + n^ 31 e 2 + n 3 3) e 3 del esfuerzo 

principal cr (3) = 2 MPa, se obtiene de la solución del 
sistema de ecuaciones simultáneas conformado por las 
ecuaciones escalares linealmente independientes de la 
ecuación homogénea tensorial (cr ;Y -Sj¡a (p) )n- p) =0 para j 
igual a 2 y 3, y por la norma del vector unitario de 
componentes n\ p) , así: 

4n¡ 3) + (n-6)n? ) +2nf =0 

- 2ní 3) +2 nf + (l4 - ó)n‘ 3) = 0 

Después de resolver el sistema de ecuaciones anterior se 
obtienen las siguientes componentes del vector direccional 
n (3) asociado al esfuerzo principal cr (3) : 


Al calcular la dirección n (1) = + r^e 2 + n 2 ) e 3 del 

esfuerzo principal a {U =5MPa se observa que las tres 
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ecuaciones escalares que se derivan de la expresión 
tensorial (cr.,. -S ji a (p) ]n ( ¡ p) = 0 indicadas a continuación, 
son linealmente dependientes; por lo tanto no hay una 
solución única para n (1) . 

(ll-15)n 1 (n +4n' 1) -2nf =0 
+ {Y\-\5)nf + 2nf =0 
- 2 +2 nf + (14 - 15)nf = 0 

Asimismo, para ct ( 2) = (j (1) =5 MPa se establece que la 
dirección principal n (2) no tiene una solución única. 

En conclusión se puede definir un sistema coordenado 
principal con dos vectores direccionales principales 
cualquiera n n) y n (2) , que sean ortogonales entre sí y 
ortogonales al vector n (3) = f(2e, - 2e 2 +e 3 ). 


2.10, Máximos y mínimos de las componentes 
de esfuerzo 


El vector tracción t (,,) que actúa en un punto P y sobre un plano de 
normal n, puede descomponerse en la suma dos vectores: uno normal y 
otro tangencial al plano de acción de t (n) como se indica en la Figura 
2.11. El vector normal al plano cr N n está definido por el vector unitario 
n y por el escalar cr N denominado componente de esfuerzo normal. En 
cambio, la magnitud a s del vector tangencial al plano cr v s se denomina 
componente de esfuerzo cortante y su dirección está dada por un vector 
unitario s, el cual está contenido en el plano de normal n. Por lo tanto el 
vector tracción se puede indicar como: 

t (n) = cr^n + cr 5 s (2.56) 

La norma al cuadrado del vector tracción en términos de sus 
componentes en las direcciones n y s será igual a: 

k M f=t (n) -t M =(j 2 N + (j 2 s 


(2.57) 
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(a) (b) (c) 

Figura 2.11. Vector tracción en P asociado a una superficie arbitraria de normal n: 
(a) esquema general, (b) y (c) dos posibles descomposiciones del vector tracción 
en un vector normal y otro vector tangencial al plano de normal n. 


Despejando el cuadrado de la componente de esfuerzo cortante de la 
ecuación anterior se tiene que: 


cr 


2 _ IL-(n) II 


— cr. 


2 (n)(n) 2 

U S l i l i U N 


(2.58) 


La componente de esfuerzo normal se puede calcular como la 
proyección del vector tracción en la dirección del vector unitario n, es 
decir: 


_ *(«) 


<Lv = t 


n 


cr = f n) n 

u N tj rij 


(2.59) 


Sustituyendo en la ecuación anterior al vector tracción definido en la 
Ecuación (2.19) como t < " , = ncr, se obtiene: 


<j n =n cr n 


cr 


N 


n '' <J ij n j 


(2.60) 


Para un sistema coordenado establecido por los vectores base 
principal é, mostrado en la Figura 2.12, un vector unitario direccional n 
es igual a: 


n = ñ i é ¡ (2.61) 

y el tensor de esfuerzos se escribe de la forma cr = cr ; é ( ®é y como se 
indica en la Ecuación (2.54). En consecuencia, el vector tracción 
t (,!) = n • cr actuando sobre un plano de normal n escrito en la base é, 
corresponde a: 
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— + ñ 2 <7^2^2 ^ 3 ^( 3)®3 


(2.62) 


De acuerdo con la expresión anterior la norma del vector tracción 
elevada al cuadrado será igual a: 


l^f =(« i cr a )) 2 +( ñ 2&(2 + fe °'( 3)) 2 


(2.63) 


La componente de esfuerzo normal = ncrn considerando las 
componentes de cr y de n en un sistema coordenado definido por los 
vectores base principales es: 


a N = n i a ¡j n j 


— ñj cr (1) + ñ 2 cr (2) + ñ 3 cr (3) 


(2.64) 


Siendo n un vector unitario en términos de las componentes en la base 
principal se cumple que: 


-2 . -2 . '2 , 

n i + n 2 + tl 3 = 1 


(2.65) 



Figura 2.12. Vector tracción en P asociado a una superficie arbitraria de normal n. 
Componentes normal y tangencial definidas en un sistema coordenado de vectores 
base principal. 


2.10.1. Esfuerzo normal máximo y mínimo 

A continuación se obtienen los valores estacionarios de la componente de 
esfuerzo normal, es decir, los valores máximos, mínimos (o puntos de 
inflexión si existen), indicando la dirección del plano en el cual actúan 
tales esfuerzos. 
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A partir de lo indicado en el apartado anterior, si se despeja h\ de la 
Ecuación (2.65) y se reemplaza el resultado en las Ecuaciones (2.64) se 
tiene 

°N = ^1 (^u) — )"*" ^2 ( cr (2> — (2.66) 

Igualando a cero la derivada de la expresión anterior con respecto a las 
componentes ,ñ 2 y resolviendo el sistema de ecuaciones de la forma: 

c)cj 

^ = 2t \ - ^3)) = 0 (2.67) 

on t 

c)cj 

—^- = 2ñ 2 (t7 (2) -t7 l3) ) = 0 (2.68) 

dn 2 

se obtienen las siguientes soluciones. Si (cr (1) - cr (3) ) ^ 0 y 
(cr (2) - <r (3) ) ^ 0 , las componentes del vector n corresponden a 
ñ x =0,ñ 2 = 0,ñ 3 =±1. En cambio, si (cr (1) -<r (3) ) = 0 y 

(cr (2) - cr (3) ) ^ 0, las componentes i\ , ñ 3 no están definidas y ñ 2 = 0. Si 
(cr (1) -cr (3) )^ 0 y (cr (2) -cr (3) ) = 0, las componentes ñ 2 ,ñ 3 no están 
definidas y ñ, = 0. En cualquiera de estos casos la componente de 
esfuerzo normal <j n adquiere un valor estacionario que coincide con el 
esfuerzo principal de cr (3) . 

De la misma manera como se obtuvo la componente de esfuerzo 
normal de la Ecuación (2.66) en términos de las componentes i\ ,ñ 2 del 
vector n (caso III), se calcula <j n en función de ñ, ,ñ 3 (caso II) y en 
función de ñ,,ñ 3 (caso I). 



I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

«1 

±1 

0 

0 

±VÍ 

0 

±v/í 

ñ 2 

0 

±1 

0 

0 

±v/í 

±y/í 

ñ 3 

0 

0 

±1 

±v/f 

±v/í 

0 

_max —min 

0 

0 

0 

— T^^l-3 

— J^&2-3 

1+ 

> 

A 

1 

_max—min 

a N 

°"(1) 

a i2) 

°"( 3 ) 





Cuadro 2.1. Componentes máximo o mínimo del esfuerzo normal y cortante y 
la dirección del plano sobre el cual actúa. 
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En cada caso se obtienen esfuerzos normales estacionarios que 
coinciden con los esfuerzos principales actuando sobre planos normales a 
las direcciones principales. Los casos I, II y III del Cuadro 2.1 y de la 
Figura 2.13 indican los valores máximos y mínimos de la componente de 
esfuerzo normal ~™ n y las respectivas direcciones de los planos 
donde actúan. 



Figura 2.13. Planos donde actúan las componentes máximo o mínimo del 
esfuerzo normal y cortante. 


2.10.2. Esfuerzo cortante máximo y mínimo 

El procedimiento indicado a continuación permite establecer el valor del 
esfuerzo cortante máximo y la dirección del plano sobre el cual actúa. 

Sustituyendo en la Ecuación (2.58) los resultados de las Ecuaciones 
(2.63) y (2.64) se obtiene la componente de esfuerzo cortante al cuadrado 
así: 
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2 '22 '22 

<j s = n x cr (1) +n 2 cr ( . 2 ) 


, ' 2_2 / ' 2 
+ f h <r (3 ) -Vh 


Cr (1) + ^2 Cí ’(2) + ^3 °"(3) 


) 2 (2.69) 


Recordando que n es un vector unitario, es decir, 
|^i||" = n¡ + ñl + «3 = 1 , se puede eliminar una de sus componentes al 
cuadrado de la Ecuación (2.69), de tal manera que quede expresada solo 
en función de las otras dos componentes al cuadrado. 

Sustituyendo /z 3 = 1 - ñ 2 - /z 2 en la Ecuación (2.69) se tiene que: 


cy ^ (cr, i, cj 


.2 

'( 1 ) 


-(fal) ~ a 


) n \ +(' 

)h +(« 


rr ct ( ^\ 


.2 

'( 2 ) 


.2 

'(3), 


2 

2 1 °(3) 


°’(2) °’(3) )^2 + °"(3) ) 


(2.70) 


Para obtener los valores estacionarios de la componente de esfuerzo 
cortante al cuadrado se igualan a cero las derivadas de la expresión 
anterior con respecto a las componentes ñ x ,ñ 2 , y se resuelve el sistema de 
las dos ecuaciones: 



2 AcTj _ 3 ñf 



ñ 2 A(J 2 _ 3 



2 Acr 1 _ 3 ñf 


2 Acr, 3 n 2 j = 0 
2Acr 2 _ 3 n 2 }=0 


donde, 

Ao"i - 3 = (cr (1) — <r (3) j, A<X 2 _ 3 = ( cr (2) — ) 

^ cr i-2 = (°"n) —cr (2)) 


(2.71) 


(2.72) 


(2.73) 


Por inspección se establece como solución del sistema de ecuaciones 
que ñ x =ñ 2 =0 para Acr, 3 ^ 0 y A<t 2 _ 3 ^ 0; en consecuencia ñ 3 = ±1 y 
cr 2 = 0 de acuerdo con la Ecuación (2.70). Tal resultado indica que la 
componente de esfuerzo cortante al cuadrado toma un valor estacionario 
de cero sobre un plano cuya normal es igual a n = ±é 3 , es decir, en la 
dirección principal x 3 como se mostró anteriormente en la Figura 2.10. 

Otra solución al sistema se encuentra considerando ñjAcq 3 ^ 0 y 
despejando ñ 2 de la Ecuación (2.71), de donde se obtiene que 
ñ 2 = (1 - 2/) ] 2 )Acr | 3 2Act 2 3 . Sustituyendo este resultado en la Ecuación 
(2.72), se llega a la siguiente expresión: 

Arr , Jí Acr 2 _3 A 1 - 2ñf {a<t,_ 3 - 2Acr 1 _ 3 ñf - A<t k3 (1 - 2ñ x )}= 0 
\ct. 3 3 ^ 2 Acr 2 _ 3 a 1 - 2 ti¡ {Acr 2 _ 3 - Acr,_ 3 } = 0 


(2.74) 
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Siendo Acr, 3 ^ 0, Aoy 3 ^ 0 y Acr, 3 ^ Acr 2 3 , la ecuación anterior 
tiene solución cuando el tercer cofactor es igual a cero, es decir: 

1 2/7, = 0 —» (l — 2ñ¡ ) = 0 —> «j =± A | (2.75) 

y por lo tanto las componentes del vector n definidas en el sistema 
coordenado de vectores base principal corresponden a 
fi , = ± \,h 2 = 0,ñ 3 = ± 2 • Sustituyendo las componentes de n en la 
Ecuación (2.69) se tiene que la componente de esfuerzo cortante es igual 
a a s =±j( cr u) -^ 3 ))- 

De la misma manera como se obtuvo la componente de esfuerzo 
cortante al cuadrado de la Ecuación (2.70) en términos de las 
componentes ñ t , ñ 2 del vector n (caso IV), se calcula <j¡ en función de 
ñ 1 ,ñ 3 (caso V) y en función de ñ 2 ,ñ 3 (caso VI). En cada caso se 
obtienen dos soluciones, lo cual indica que en total existen 6 vectores n 
donde la componente de esfuerzo cortante es estacionaria. El Cuadro 
2.1 indica el esfuerzo cortante máximo y mínimo y la respectiva dirección 
del plano sobre el cual actúa para los casos IV, V y VI. 

Dado que los esfuerzos principales están ordenados de mayor a 
menor, es decir cr (1) > cr (2) >cr (3) , se concluye que la componente de 
esfuerzo cortante adopta un valor máximo de: 

= ¿fon-O (2.76) 

actuando sobre un plano de normal n = ± \/|(é,+é 3 ). 

Si el esfuerzo cortante es igual a cr^ = y(cr (1) -cr (3) ) y el vector 
normal al plano sobre el cual actúa corresponde a n = ' (é, + é 3 ), el 

esfuerzo normal y el vector tracción obtenidos de las ecuaciones (2.64) y 
(2.62) son: 

&N = (7 (\) + ^2 Cr (2) + ^3^(3) = 2 (°"(l) + ^(3)) 

—( r. \ (2.77) 

t = + ñ 2 <J ( 2 )é 2 + ^3 CT (3)®3 = fl'P'i 1)®1 + ^(3)^3/ 

Por lo tanto la dirección del esfuerzo cortante máximo s se puede 
determinar despejando sus componentes de la Ecuación (2.56), como se 
indica a continuación: 
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t (,i) = cr^n + cr^S 

,(n) * , * 

h = <r N n l +cr s s 1 

-> i) = H a (i) + cr (3))A/í+M 0 '(i) -O'o))^ = a/Í 

= Cr iA + ^2 

Í2 78) 

-0 = y(cr (1) + <r (3) )• 0 + y(<r (1) — cr (3) )s 2 -> s 2 =0 
= <J N ñ i + cr s s 3 

-> a/Í^o) = Uo- (1) +cr (3) ) A /i + i(cr (1) -cr (3) )í 3 -> í 3 =-^/f 

^ S = a / Í (®1 _ ®3 ) 

Mediante el mismo procedimiento se puede establecer la dirección del 
esfuerzo cortante máximo en los casos IV ., V y V/. La Figura 2.13 
muestra los planos para los cuales actúa un esfuerzo cortante máximo, 
indicando el vector normal al plano n y el vector unitario s que lleva la 
dirección de cr" iax . 


2.11. Estados factibles del esfuerzo normal y 
cortante 


Sea un estado de esfuerzos en un punto P cuyas componentes se 
establecen con respecto al sistema coordenado de vectores base principal 
é, como se muestra en Figura 2.10. Retomando las Ecuaciones (2.63), 
(2.64) y (2.65), se puede organizar el siguiente sistema de 3 ecuaciones en 
términos de las componentes del vector n = ñ ; é, y las componentes de 
esfuerzo normal y cortante. 

°n = ñ i <7(1) + ñ lcx a) + »3 2<7 (3> (2.79) 

cr N +C 5 — h\ c^i) +^ 2 £X( 2 ) +n 3 <7 (3) (2.80) 


ñj + ñj + ñ 3 —1 (2.81) 

Despejando » 3 de la ecuación anterior y reemplazando el resultado en 
las Ecuaciones (2.80) y (2.79) se tiene 
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_2 . _2 ~ 2/_2 _2 
CT^y ~f" CT^ i 1 1 (íX/n cr, 


'( 1 ) 


(3) 


) + n;(« 


2 _ 2 \ 2 

°(2) °(3) z" 1 " °(3) 


(2.82) 


o\ 


^1 (^( 1 ) ^(3) ) + ^2 (P'i 2 ) ^( 3 ) ) + ^ 


(3) 


(2.83) 


Después de despejar ñ\ de la ecuación anterior y sustituirlo en la 
Ecuación (2.82) se llega a la siguiente expresión de las componentes de 
esfuerzo en función de solamente. 


<7N V^ 2 ) j" 1 " cr (2) cr (3) 

(c7 ( i) - cr (3) )(cr (1) - <t ( 2) )ñ, 


(2.84) 


Dado que la componente ñf tiene un rango definido entre 0 y 1, se 
pueden representar los valores factibles de la relación entre las 
componentes de esfuerzo normal y cortante mediante una gráfica de 
abscisa <j n y ordenada <j s . El resultado corresponde a la región limitada 
por dos círculos de centro en (C,0) y de radios R""" y R" ax definidos en 
general de la forma: 


(a N -cj +a¡ = R 2 donde R™ D < R < R™ (2.85) 


Cada uno de los círculos se denomina círculo de Mohr para esfuerzos. 
Reordenando la Ecuación (2.84) se tiene que: 

(^V-l(^2)+^3,)) 2 +^.S 2 

= ( Cr d) _ °"(3) )( <7 (.l) _ a (2) )'h + ( a ( 2 ) ~ a (3) )) 

Comparando la Ecuación (2.85) con la expresión anterior se establece 
que ésta última representa gráficamente la región limitada por dos 
círculos de centro C = j(a (2) +a (3) ) y de radios entre 
R " m = 2 ( <7(2) ~ <7(3 )) d = 0 Y = <7 W - í ( <7 (2) + <r (3) )| para 

ñf = 1. Como lo muestra la Figura 2.14, la zona en color gris 

corresponde a las parejas de valores de esfuerzo normal y cortante 
(<J N ,cr s ) factibles de acuerdo con el rango de variación de 0 < n¡ < 1 . 

De la misma forma se obtienen y representan las regiones donde 
( 0 ^, 0 ^) es admisible con las ecuaciones (2.79), (2.80) y (2.81), 

considerando que 0 < n\ < 1 y 0 < fi] < 1. El Cuadro 2.2 indica el 
centro y el radio mínimo y máximo de los círculos de Mohr 

corre spondiente s. 

La intersección de los círculos de Mohr entre las tres regiones 
factibles mostrada en la Figura 2.15, corresponde a la zona donde las 
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parejas de componentes de esfuerzo normal y cortante (a N ,a s ) son 
comúnmente admisibles. Asimismo, los círculos de Mohr para esfuerzos 
permiten establecer los valores máximos y mínimos de las componentes 
de esfuerzo normal y cortante como se indica en la Figura 2.16(a). 
Tales esfuerzos actúan sobre los planos representados en la Figura 2.16 
(b). 



Figura 2.14. Valores factibles de componentes de esfuerzo normal y cortante 
considerando el rango de variación de n~. 



Figura 2.15. Círculos de Mohr para esfuerzos. Valores factibles de las 
componentes de esfuerzo normal y cortante. El centro y el radio de los círculos 
están indicados en el Cuadro 2.2 . 
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variable rango 


centro 


radio mínimo / máximo 


0 < ñf < 1 


0 < fq < 1 


0 < ñ¡ < 1 


C¡ 2 ( °"(2) + °(3)) 
Cl = I ( °(1) + °"(3) ) 


<W( 


cr, i, + (7, 


,) 


=|(ct (2) -ct ( 3 ) ) 

*1™ =| í7 (1)-t( í7 (2,+^(3)) 
^2 = |°’(2) “ í ( ^(l) + a (3) | 

_cr ( 3 )) 

^ n =U^,-^(2,) 

-^3 = | CT (3) _ 1 ( ^(l) + °"(2) | 


Cuadro 2.2. Características de los círculos de Mohr que delimitan la región de 
parejas factibles de esfuerzo normal y cortante. 



Figura 2.16. Esfuerzos máximos y mínimos: (a) ubicación en los círculos de Mohr 
de los valores máximos de esfuerzos normales y cortantes, (b) plano sobre el cual 
actúan tales esfuerzos. 
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2.12. Estado de esfuerzos esférico y desviador 


Se define como esfuerzo normal medio del tensor de esfuerzo 
cr = a ij e i ® e ; al promedio aritmético de las componentes de esfuerzo 
normal, es decir cr M = ' (cr,, + cr 22 + a 33 ). Recordando que la sumatoria 
de los componentes cr. es la traza del tensor de esfuerzos, la cual es una 
cantidad invariante con respecto al sistema coordenado establecido, el 
esfuerzo normal medio corresponde a: 

<Jm = j tro" = 3 cr a = \ct u (2.87) 


El estado de esfuerzos para el cual los tres valores principales de 
esfuerzo son iguales al esfuerzo normal medio se denomina estado 
esférico de esfuerzos y se expresa en notación compacta e indicial de la 
forma: 


cr esf = (; trcr)l = a M 1 


( 2 . 88 ) 


La representación matricial de las componentes de tal estado de 
esfuerzos con respecto a un sistema coordenado de vectores base e, 
corresponde a una matriz diagonal igual a: 



0 0 _ 
0 0 

_ 0 0 


(2.89) 


Observación. Como resultado de calcular las direcciones 
principales como se indicó en los Apartados 1.6.11 y 2.9, se 
concluye que cualquier sistema coordenado de referencia coincide 
con las direcciones principales en un estado esférico de esfuerzos. 

Un ejemplo clásico es el esfuerzo en un fluido en reposo 
denominado esfuerzo hidrostático, el cual está expresado como 
- p 0 1 siendo p 0 la presión estática del fluido. 

Dado que todo estado de esfuerzos se puede descomponer como la 
suma tensorial de su parte esférica y su parte desviadora de la forma: 

ct = ct '+cr =a M í + a 


(2.90) 
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el estado desviador de esfuerzos o simplemente esfuerzo desviador 
<7 dev se determina en notación compacta e indicial así: 


dev 




O- 


dev 


G íj 3 a r r d¡i 


(2.91) 


La representación matricial de las componentes de tal estado de 
esfuerzos con respecto a un sistema coordenado de vectores base e, 
corresponde a una matriz simétrica igual a: 



G \ 1 _ 

Cr i2 

T13 

°12 

Cr 22 _ °"m 

^23 

(J \ 3 

^23 

°33 ~ _ 


(2.92) 


Observación. Se puede demostrar que las direcciones principales 
del tensor de esfuerzos <j coinciden con las direcciones 
principales de su parte desviadora. 


A partir del cálculo de valores propios en tensores de segundo orden 
presentado en el Apartado 1.6.11, los valores principales del esfuerzo 


det 


tan 


m dev dev dev —dev 

\p) ~ a m ’ <7 f2) ’ (7 o) 

se obtienen de la forma: 




det (te te te) 

' = 0 

^-dev 1 

1 g m a (p)) 

°"l2 

°"l 1 


°"l 2 (*Lz2 _ 

^-dev i 

a M a ip)) 

CT 23 

/ \ 

= 0 

°"l3 

(J 23 




(2.93) 


La expresión anterior es una ecuación polinómica de tercer orden, 
denominada ecuación característica del tensor de esfuerzo desviador, la 
cual se expresa como: 


te) - J, (<) + h te ~J,= 0 (2.94) 


donde J l ,J 2 ,J 3 corresponden al primero, segundo y tercer invariante 
del esfuerzo desviador respectivamente, definidos por las siguientes 
expresiones: 


A = < = o 


1 

( dev V 

_ dev _ dev 

2 


— (7 <7 

ij ij 


1 _ dev _ dev 

—-<X <J 

2 ij U 


J , = det(te') 


(2.95) 
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2.13. Esfuerzo cortante octaédrico 


Sea P un punto sobre un plano cuyo vector normal unitario 
ñ = -jj(éj +é 2 +é 3 ) tiene componentes iguales con respecto a los vectores 
de la base principal é,, como se ilustra en la Figura 2.17. Dicho plano 
se denomina plano octaédrico, porque corresponde a la cara de un 
octaedro regular en el primer octante. 



Figura 2.17. Vector tracción actuando sobre un plano octaédrico. 


De acuerdo con la Ecuación (2.63) la norma al cuadrado del vector 
tracción actuando sobre el plano octaédrico, es decir para n = fi, es igual 
a: 

t ( ' ,, (ñ )¡ 2 =(n,rT ( | ) ) 2 + (ñ 2 o - (2) ) 2 + (¿ 3 o - (3) ) 2 

= (i^n ) 2 + < 2 - 96 ) 

1 / 2 . 2 . 2 \ 

~ 3^(1) +<J (2) +<T (3)j 


Asimismo, la componente de esfuerzo normal definida en la Ecuación 
(2.64) para dicho plano es: 


cr, 


,{ñ)=ñ¡ 

= l Á 


a) 


' ^2^(2) + ^3 °"(3) 


^(1) + <J (2) + CT (3) J 


(2.97) 


A partir de los resultados anteriores se obtiene la componente de 
esfuerzo cortante indicada en la Ecuación (2.58) en el plano octaédrico 
como: 


= 


|-(») I 


-cr: 


;( ñ )= b( c 


(i) 


'(3) 


)-*(■ 


+ cr (2) + cr,‘)— ñ‘cr,, A + < 7 ,^ + cr, 


(i) 


'( 2 ) 


'(3) 


y 


(2.98) 
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La componente de esfuerzo cortante contenida en el plano octaédrico 
r oct se denomina esfuerzo cortante octaédrico y se define como: 


v s (n)=T oct 


(2.99) 



Tal esfuerzo es muy útil en el criterio de fluencia de von Mises que se 
estudiará en el Capítulo 7. 


2.14. Estado plano de esfuerzos 


El estado plano o condición plana de esfuerzos es una simplificación del 
estado tridimensional, en el cual las componentes de esfuerzo contenidas 
en un plano coordenado específico pueden ser diferentes de cero, mientras 
que las demás componentes son nulas. La Figura 2.18 muestra una viga 
y una lámina sometidas a cargas en el plano x¡x 2 , como ejemplos de la 
condición plana de esfuerzos en dicho plano. En condición plana de 
esfuerzos en x t x 2 , el estado de esfuerzos es el mismo para todos los 
planos paralelos a x x x 2 dentro del sólido, de tal manera que los esfuerzos 
estarán definidos en un espacio bidimensional. 





Figura 2.18. Sólido en condición plana de esfuerzos en el plano xixi\ (a) viga 
sometida a flexión y cortante, (b) lámina sometida a tensión, (c) estado de 
esfuerzos en un elemento infinitesimal. 
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En general se considera un sólido que cumple con la condición plana 
de esfuerzos en el plano x¡x 2 definido en un sistema coordenado de 
vectores base e,. Por lo tanto la matriz de componentes del tensor de 
esfuerzos en dicho sistema coordenado es de la forma: 


°"ll 0 


[a]= a 12 a 22 0 

0 0 0 


( 2 . 100 ) 


2.14.1. Transformación de las componentes de esfuerzo 

Sea X[X 2 x 3 un nuevo sistema coordenado definido por los vectores 
base e, cuyo eje x 3 coincide con el eje x 3 del sistema coordenado 
original definido por los vectores base e,. Por lo tanto e 3 = e 3 y el plano 
X[X 2 es el mismo plano x,x 2 como lo ilustra la Figura 2.19. 



Figura 2.19. Transformación entre sistemas coordenados cartesianos para un 
estado plano de esfuerzos definido por: (a) vectores base e y (b) vectores base e, • 

La matriz de componentes de esfuerzos definidas en un sistema 
coordenado de vectores base é, se puede escribir de la forma: 


°"ll °"l2 ó 


[<j]= cr l2 ct 22 0 

0 0 0 


( 2 . 101 ) 


Dada la relación entre los dos sistemas coordenados, existe un ángulo 
6 contenido en el plano x,x 2 = x,x 2 , definido entre los ejes x, y x, o entre 
los ejes x 2 y x 2 , y de magnitud positiva en el sentido positivo del eje 
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De acuerdo con la ley de transformación de componentes de esfuerzo 
entre dos sistemas coordenados indicada en la Ecuación (2.18), la matriz 
de las componentes de esfuerzo en la nueva base es igual 
a[a] = [MHMf , donde los términos de la matriz de transformación 
[M] corresponden a los productos punto entre los vectores de las dos 
bases, es decir M¡. = e, e,. Para la condición plana de esfuerzos en el 

l J 1 J A 

plano x t x 2 = x 1 x 2 los coeficientes de transformación son iguales a: 


M n = e, -e, = eos8 

M l2 = e, -e 2 = sint? 

M 13 

= e, e 3 

= 0 

M 2 i = é 2 -e, = -sint? 

M 22 = e 2 e 2 = eos 0 

M 23 

= ' *-3 

= 0 

M 31 = e 3 •e 1 =0 

O 

II 

QJ 

II 

ro 

§ 

M 33 

= e 3 • e 3 

= 1 


De acuerdo con los coeficientes indicados anteriormente la matriz de 
transformación para un estado plano de esfuerzos es de la forma: 



eos 8 sin 8 

- sin 8 eos 8 

0 0 


0 

o 

1 


(2.103) 


Por lo tanto las componentes de esfuerzo en la base e¡ son iguales a: 


a n = cr n eos 2 8 + a 22 sin 2 8 + 2cr 12 sin 6* eos 8 
cj 22 = <j n sm 2 8 + a 21 eos 2 8 - 2cr x 2 sin 8 eos 8 
o j 2 =(-cr 11 + CT 22 )sin#cos# + a 12 (cos 2 6 , -sin 2 #) 
(Tjs = <t 23 = cr 33 = 0 

Recordando las relaciones trigonométricas, 
eos 2 <9 = 1(1 +eos 28) 


(2.104) 


sin 2 8 = 1(1-eos 26*) 
eos 28 = eos 2 8 - sin 2 8 


(2.105) 


sin 26* = 2 sin 8 eos 8 

se pueden reescribir las ecuaciones previas de la forma: 
a u = l 2 (a n + cr 22 )+ l(fx n - rr 22 )cos 28 + a 12 sin 28 
c 22 = 2 i + o- 22 )~ 2 (o -,i - <x 22 )cos 28 - a l2 sin 28 
cr l2 = -) (cr n - cr 22 )sin 28 + a l2 eos 28 


(2.106) 
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2.14.2. Esfuerzos y direcciones principales 

A continuación se evalúan los esfuerzos principales y las respectivas 
direcciones principales para un estado de esfuerzos en el cual las 
componentes cr 13 ,cr 2 3 ,cr 33 son iguales a cero como se muestra en la 

Figura 2.21 (a). 

Para condición plana las invariantes de esfuerzo /,, / 2 , / 3 indicadas en 
la Ecuación (2.52) corresponden a: 

h =trcr = a n + a 22 

1 2 = iW) 2 - tro- 2 }= a, ,a 22 - of 2 (2.107) 

/ 3 = det <y - 0 

La ecuación característica del tensor de esfuerzos dada en la 
Expresión (2.51) se reduce a un factor <J lp) multiplicado por una ecuación 
cuadrática de la forma: 

a (P> krt - (°i 1 + cr 2 2 ) cr (rt + ki 1^22 - ofi )J = 0 (2.108) 


Sean cr (a) ,cr (b) ,cr M los esfuerzos principales sin ordenar, se encuentra 
que uno de los esfuerzos principales a ia) es igual a cero y que los otros 
dos <j (h) ,<j (c) son las raíces de la ecuación cuadrática del segundo cofactor 
de la expresión anterior, es decir: 


= 0 


2 (°ii + ^ 22 }— y/kn cr 2 2 ) +4^12. 


(2.109) 


Por lo tanto, en condición plana de esfuerzos uno de los esfuerzos 
principales es igual a cero y su dirección es perpendicular al plano 
considerado, mientras que los otros dos esfuerzos principales están 
contenidos en el plano. 

El esfuerzo principal igual a cero <y {a) podría ser el esfuerzo principal 
mayor cr (1) , el esfuerzo principal intermedio cr (2) o el esfuerzo principal 
menor <j (3) como lo indican los círculos de Mohr para esfuerzo plano de 
la Figura 2.20(a), (b) y (c) respectivamente. 

A continuación se considera que los esfuerzos principales 
0 A),°"(/.), cr ír) no están ordenados y que la dirección asociada al esfuerzo 
principal igual a cero se escoge arbitrariamente como la dirección 
asociada al esfuerzo principal cr (3) . Por lo tanto la matriz de las 
componentes del tensor de esfuerzos en la base principal mostrada en la 
Figura 2.21(b), se escribe como: 
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cr {l) O O 

O a (2) O 

OOO 


( 2 . 110 ) 


Como lo expresa la Ecuación (2.109) los esfuerzos principales son 
iguales a: 


<T (l)’ a '(2) - 2 


(a ,, + cr 22 ) ± (a, j - a 22 f + 4a, 


( 2 . 111 ) 



Figura 2.20. Círculos de Mohr para estado plano de esfuerzos. 




Figura 2.21. Componentes en un estado plano de esfuerzos en el plano x¡X 2 . 
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Las direcciones principales obtenidas a partir de las ecuaciones (2.48) 
y (2.49) son aplicadas a un estado plano de esfuerzos de la forma: 


i 

1_ 

°"l2 

1 

O 

-1 

s 

_1 


1 

O 

1_ 

°’l2 

( Cr 22 _Cr (/>)) 

0 

nf 

= 

0 

1 

O 

0 

1 

b" 

i 

nf 


0 


Dado un vector n" ) orientado en la dirección principal x, asociada al 
esfuerzo principal <j {U se tiene que: 

fol-tf , (l)H (1)+a Í2'4 1) =° 

cr^n" 1 +{cr 22 -cr n) ) n 2 > =0 (2.113) 

~(7 w n¡ l) =0 

Si <j (1) ^ 0, la componente n 3 u =0 en la tercera ecuación. Como lo 
indica la Figura 2.21(b), la dirección principal asociada a cr (1) está 
determinada por un vector de la forma n (l> = cosae, + sinae 2 , siendo a 
el ángulo definido entre el eje x 1 y el eje principal Je,. Sustituyendo las 
componentes n[ l) = eos a, n ( 2 = sin a, nf 1 = 0 en las dos primeras 
ecuaciones se tiene que: 

(cr n - cr (I) )cos a + cr 12 sin a = 0 

cr 12 cosa + (cr 22 -cr (1) )sina = 0 (2.114) 

0 = 0 

Dividiendo entre cosa a ambos lados de la primera y segunda 
ecuación se obtienen dos expresiones para evaluar las direcciones 
principales en términos del ángulo formado entre x 1 y x 1 , de la forma: 


tana = - 


^(í) 


tana = - 


<j 


12 


<J 


12 


f7 22 CT (1) 


(2.115) 


Ahora, si n l2) es vector orientado en la dirección principal x 2 
asociada al esfuerzo principal cr (2) , se tiene que: 

(an-a (2 )K (2) ^i2^=0 

a l2 n¡ 2) +(cr 2 2 -cr ( 2 ) ) n 2 ) = Q (2.116) 

— cr (2) n 3 — 0 


Si cr (2) ^ 0, la componente n\ 2> = 0 en la tercera ecuación. Como lo 
indica la Figura 2.21(b) la dirección principal asociada a cr (2) está 
definida por un vector de la forma n (2) =-sinae,+cosae 2 . 
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Sustituyendo las componentes n^ ] =-siria,n 2 ] = cosa,n 3 u =0 en las 
dos primeras ecuaciones se tiene que: 

— (crj j — cr 2) jsin a + a ¡2 eos a = 0 

-a í2 sina + (a 22 -a (2) )cosa = 0 (2.117) 

0 = 0 

Dividiendo entre cosa a ambos lados de la primera y segunda 
ecuación se obtiene otra forma de calcular el ángulo a , así: 

d n ^22 ^(2) 

tana =-—— , tana = ^^-— (2.118) 

(J n~ (J (2) ®\2 

Finalmente, el vector n (3) asociado al esfuerzo principal <j (3) =0 se 
calcula sustituyendo el valor del esfuerzo principal en la Ecuación (2.112) 
de la siguiente manera: 

a u n¡ 3) +cr n n 2 > =° 

cr l2 n (3) +(J 22 n (3) =0 (2.119) 

0 = 0 para n 3 ] ^ 0 

Despejando la componente n (3) de la segunda ecuación y 
reemplazándola en la primera se tiene que (cr n cr 22 -<x 1 2 2 )rc 1 (3, = 0. Dado 
que el factor entre paréntesis en general no es igual a cero, la componente 
n[ 3} = 0 y en consecuencia n 2 3> = 0. Por lo tanto la dirección del 
esfuerzo principal cr (3) = 0 está dada por el vector n (3) = e 3 . 


2.14.3. Esfuerzos normales máximo y mínimo en el plano 


Como se indicó anteriormente, dos de los esfuerzos principales 
corresponden a los esfuerzos normales máximo y mínimo. Por lo tanto, si 
se deriva la función del esfuerzo normal a í í en la dirección x, y se iguala 
a cero, se puede identificar el ángulo a para el cual ¿r n adquire un valor 
máximo y mínimo o los valores principales de esfuerzo contenidos en el 
plano. Derivando la primera ecuación de (2.106) con respecto al ángulo 6 
se tiene que: 


d °u 

se 


- ( o x j - a 22 ) sin 20 + 2<t 12 eos 20 


La expresión anterior se iguala a cero y se divide entre eos 26 , con el fin 
de obtener otra expresión del ángulo 6 = a de la forma: 
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tan 2 a = 


2 ^12 

(°u ~ ^22) 


( 2 . 120 ) 


Si se construye un triángulo rectángulo cuyo cateto adyacente a un 
ángulo 2 a es \{<J U -cr 22 ) y el cateto opuesto es a ¡2 , se obtiene que: 

R — j (cTj j — <j 22 )) + ^12 

eos 2 a = ^— u — cy Jdl sin 2 a = ^- 

R R 

Reemplazando las expresiones anteriores en la ecuación (2.106) se 
obtienen los esfuerzos normales máximo y mínimo, los cuales son iguales 
a los esfuerzos principales contenidos en el plano x,x 2 , presentados en las 
dos primeras expresiones de la ecuación (2.109), es decir, 


—max 

cr,, =cr, 


(b),(c) 


= j(a n +a 22 )±(a ,, -cr 22 )) 


2 . 2 

+ O-12 


( 2 . 121 ) 


En general, los esfuerzos normales máximo y mínimo son iguales a: 
< ax =<En = m'dx{Q,<7 (h) ,<j {c) ) 

= a & =min(0,o- w ,o- (c) ) 


( 2 . 122 ) 


2.14.4. Esfuerzos cortantes máximo y mínimo en el plano 

La tercera expresión de la ecuación (2.106) indica el esfuerzo cortante en 
el plano x,x 2 . La derivada de este esfuerzo cortante es igual a: 

~~ = - (cTu - 0- 22 ) COS 16 ~ 2(T 12 SÍn 10 
Ótí 

Si la expresión anterior se iguala a cero y se divide entre eos 2 6 , se 
obtiene el ángulo 6 = a s para el cual el esfuerzo cortante alcanza un valor 
máximo o mínimo, así: 

( ^ 11 ^22 ) 

tan2 a s =-EJÍ- zzl (2.123) 

2C7 12 

Si se construye un triángulo rectángulo cuyo cateto adyacente a un 
ángulo 2 a s es a ¡2 y el cateto opuesto es -\(cr n ~cr 22 ), se obtiene que: 
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R yj( 2 (<7 n 22 )) 

eos 2 a = — , sin 2a = - 2 ^°~ 11 — 

s 7? 7? 

Reemplazando las expresiones anteriores en la tercera expresión de la 
ecuación (2.106), se obtiene el esfuerzo cortante máximo y mínimo 
contenido en el plano, de la forma: 

=±V<í< ct „- ct =)> í+ <4 (2A24) 

Reemplazando la ecuación (2.121) en la expresión anterior, se tiene 
que: 


C=±KS-^)) (2.125) 

En general, dentro o fuera del plano, el esfuerzo cortante máximo está 
definido en la ecuación (2.76), después de ordenar los esfuerzos 
principales cr (a) ,a (h) ,a (c) como <r (1) > <r (2) > <x (3) . 

2.14.5. Circulo de Mohr en esfuerzos 

El estado plano de esfuerzo indicado en la Ecuación (2.100) se puede 
representar mediante el círculo de Mohr trazado con línea continua en la 
Figura 2.22(a). Allí se identifican los valores de las componentes de 
esfuerzo (cr N ,<j s ) actuando en superficies cuyas normales están 
contenidas en el plano x¡x 2 exclusivamente, es decir cuando la 
componente ñ 3 = 0. 

Como lo indica el tercer renglón del Cuadro 2.2 para ñ 3 = 0, la 
circunferencia que suscribe el círculo de Mohr tiene un radio 
7? = 7? 3 imn = f(cr (1) -cr (2) ) y su centro está ubicado a una distancia 
C = C 3 = y(cr (1) +cr (2) ) . Sustituye ndo la Ecuación (2.111) se obtiene un 
radio R = Jj(cr n -cr 22 ) 2 + of 2 y un centro C= 2 (cr n + cr 22 ). 
Reemplazando los resultados anteriores en la Ecuación (2.85) se obtiene 
la expresión de una circunferencia de la forma: 

kv - 2 ki 1 + cr 2 2 )] 2 + k = i ki 1 - ^ 22 ) 2 + <2 (2.126) 

Además, el esfuerzo cortante máximo en el plano x x x 2 corresponde 
con dicho radio del círculo. Para establecer las componentes de esfuerzo 
sobre una superficie de normal arbitraria, es decir, que en general no está 
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contenida en el plano x l x 2 , se deben incluir los dos círculos de Mohr 
indicados con línea punteada en la Figura 2.22(b). Allí se observa que 
el esfuerzo cortante máximo puede ocurrir fuera del plano establecido en 
la condición plana de esfuerzos. 



Figura 2.22. Círculo de Mohr para un estado plano de esfuerzos definido en el 
plano x¡X 2 . 


2.15. Algunos estados de esfuerzos comunes 


A partir del estado tridimensional de esfuerzos se pueden identificar, bajo 
ciertas condiciones, algunos estados de esfuerzos comunes como por 
ejemplo el esfuerzo hidrostático indicado en el Apartado 0 y el estado 
plano de esfuerzos descrito en el Apartado 2.14. A continuación se 
indican otros estados de esfuerzos típicos de la mecánica de sólidos. 
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• El esfuerzo axial uniforme en dirección x, está dado por un tensor 
de esfuerzos cuya matriz de componentes en el sistema 
coordenado x,x 2 x 3 es de la forma: 


cr 0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 


(2.127) 


donde cr 0 es una constante que representa el valor de esfuerzo 
axial. Una de las direcciones principales de esfuerzo coincide 
con el eje x,, en cambio, las otras dos corresponden a cualquier 
pareja de direcciones mutuamente ortogonales y que además son 
ortogonales con respecto al eje x 1 . 

• El esfuerzo cortante uniforme contenido en el plano x l x 2 está 
dado por un tensor de esfuerzos cuya matriz de componentes en el 
sistema coordenado x 3 x 2 x 3 es de la forma: 


0 t 0 

T 0 0 

0 0 0 


(2.128) 


donde r es una constante que representa el valor de esfuerzo 
cortante. Siendo un caso especial de un estado plano de 
esfuerzos, la dirección principal x 3 coincide con el eje x 3 , en 
cambio las direcciones principales í, y i 2 , contenidas en el plano 
x,x 2 , conforman un ángulo de 45° con respecto a los ejes x, y x 2 . 

• En una viga prismática sometida a flexión pura cdrededor del eje 
x 3 cuyo eje longitudinal es x,, el estado de esfuerzos tiene las 
siguientes componentes en el sistema coordenado x,x 2 x 3 . 
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M q x 2 q 

I 

0 o 


o 

o 


0 0 0 


(2.129) 


donde I es la inercia de la sección transversal con respecto a x 3 .y 
Mo es el momento flector actuante. La variación lineal de la 
componente de esfuerzo normal en dirección x x es válida si el 
material que constituye la barra cumple con la ley de Hooke. Las 
direcciones principales de esfuerzo corresponden a las indicadas 
en el caso especial de esfuerzo axial uniforme en dirección x x . 

• En una barra cilindrica sometida a torsión pura alrededor de su 
eje longitudinal x,, el estado de esfuerzos tiene las siguientes 
componentes en el sistema coordenado x x x 2 x 3 . 


0 - GQx 2 G6x 2 

- G6x 3 0 0 

GQx 2 0 0 


(2.130) 


donde G es el módulo de elasticidad a cortante y 0 es el ángulo de 
torsión por unidad de longitud. La variación lineal de las 
componentes de esfuerzo cortante es válida si la sección de la 
barra es circular y el material que la constituye cumple con la ley 
de Hooke. Las direcciones principales de esfuerzo asociadas a 
esfuerzos principales diferentes de cero describen una línea 
helicoidal sobre la superficie del cilindro, es decir, actúan a 45° 
del eje longitudinal. En cambio, la dirección principal asociada al 
esfuerzo principal nulo coincide con la dirección radial del 
cilindro. 
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2.16. Componentes de esfuerzo en notación de 
Voigt 


De acuerdo con la notación ele Voigt , las componentes de esfuerzo normal 
y cortante pueden representarse mediante una matriz columna {cr} cuyos 
términos están organizados de la siguiente manera: 

{<T/—[(Tji <t 22 cj 33 <J 23 cr ]3 cr 12 ] ( 2 . 131 ) 


En particular para la condición plana de esfuerzos, la matriz columna 
{cr} se puede reducir de la forma: 



<j 


22 




(2.132) 


Las componentes de esfuerzos en un sistema coordenado de vectores 
base é,. se pueden obtener de la siguiente operación matricial: 

{a} = [T]{a} (2.133) 


donde [t] es la matriz de transformación de sistema coordenado de 
las componentes de esfuerzo en notación de Voigt. Para un estado 
tridimensional de esfuerzos dado por la Ecuación (2.15), tal relación es de 
la forma: 


a 

a 


pq 

pq 


u 


pq 


= M pi cr lj M qj 

= M pX <J\ \M q j + M pl cr l2 M q2 + M pl <j l3 M q3 + 

+ M p 2 <j 2l M q \ + M p 2 <j 22 M q2 + M p 2 <J 22 M q3 + 
+ M p 3 <j 2l M ql + M p 3 cr 32 M q2 + M p 3 cr 33 M q3 
= M p] M qi cr i ¡ + M p 2 M q 2 cr 22 + M p 3 M q 3 cr 33 + 


+ p2^qi + M p2) M q2 )^23 + pl^ql + ^ ql ) CT 1 3 + 

+ (M pl M q 2 + M p2 M ?1 )cr 12 
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^1111 ^1122 ^1133 ^1123 ^1113 -^1112 °"l 1 

^2211 ^2222 ^2233 ^2223 ^2213 ^2212 °"22 

^3311 ^3322 ^3333 ^3323 ^3313 ^3312 °33 

^2311 ^2322 ^2333 ^2323 ^2313 ^2312 °"23 

^1311 ^1322 ^1333 -^1323 -^1313 -^1312 °"l3 


131 1 1322 1333 ^ 1323 -M313 ^1312 ^13 

_^1211 -^1222 ^1233 ^1223 -^1213 ^1212_ _°"l2_ 


(2.134) 


M.M. (i = j ) 

r = \ p qj M =e e 

1m p¡ M ? . + M p .M 9; . (i < j) p ' p ' 

A partir de la Ecuación (2.104), en condición plana de esfuerzos la 
relación de cambio de sistema coordenado se puede escribir como: 


eos # 
sin 2 # 


sin 2 # 2sin#cos# cr u 

eos 2 # -2sin#cos# cr„ 


(2.135) 


-sin#cos# sin#cos# eos 2 #-sin 2 # cr, 


Observación. La matriz de transformación de sistema 
coordenado de las componentes de esfuerzo en notación de Voigt 
[t] no es ortogonal como otras matrices de transformación. Por 
lo tanto, las componentes de esfuerzo en el sistema coordenado 
original corresponden a jer} = [t] '{<x}. 


2.17. Vector tracción en notación de Voigt 


Las componentes del vector tracción que actúa en un plano de normal n 
están definidas en la Ecuación (2.11), de la forma: 


( jt\ 

t\ = ftjCTjj + n 2 a 2l + n 3 cr 31 
t 2 — n \&\2 + Upj 22 + n \ <J i2 

i fl~) 

t 2 = n¡cr 13 + n 1 c 22 + n 3 cr 33 


(2.136) 


Por lo tanto, una matriz columna que contiene a las componentes del 
vector tracción {t (n) } se puede expresar en notación de Voigt así: 
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1 

's' 

_ J 


1 

JS 

0 

0 

0 

n 3 

n 2 

{t , ” , } = [H ( " ) ]{o} = 

An) 

l 2 

= 

0 

n 2 

0 

n 3 

0 

n x 


i 

’k' 

_1 


0 

0 

n 3 

n 2 

n x 

0 


CT, 


<J , 


22 


cr 


33 


cr 


23 


cr, 


cr, 


12 


(2.137) 


En particular para la condición plana de esfuerzos la ecuación anterior 
se simplifica de la forma: 


An) 


An) 


0 

0 ft-, 




cr, 


cr. 


22 


cr, 


12 


(2.138) 


Ejemplo 2.5. Las componentes del tensor de esfuerzos 
con respecto a un sistema coordenado x x x 2 x 3 sobre un 
punto cualquiera de una barra cilindrica, cuyo eje 
longitudinal es x 3 como se muestra en la Figura 2.23, 
corresponde a: 



0 

lOOxj 

-100x, 


lOOxj 

0 

0 


- 100x 2 
0 
0 


kN 

m 2 



Figura 2.23. Sólido en forma de cilindro de eje x$. 
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• Encontrar el vector tracción actuante sobre un plano que 
pasa por el punto /'(l 2. 3 2.3) y es tangente a la 
superficie del cilindro definida por la ecuación 

x-+x¡=l. 

• Calcular el esfuerzo normal a la superficie lateral del 
cilindro en el punto /'(l 2. 3 2.3). 

• Establecer la magnitud del esfuerzo máximo normal a la 
superficie lateral del cilindro, indicando su ubicación. 

• Determinar los esfuerzos principales y las direcciones 
principales en la superficie lateral del cilindro. 

Los puntos materiales ubicados sobre la superficie lateral 
del cilindro corresponden a todos los 
(x v x 2 ,x 3 ) V x¡ + x 2 =1. Se observa en la Figura 2.24(a) 
que el punto P está ubicado en dicha superficie. 

El vector normal a la superficie x\ + x 2 = 1 está orientado 
en la dirección radial de tal círculo como se indica en la 
Figura 2.24(b). Se define el vector unitario n = .ye, + x 2 e 2 
como uno de los vectores normales a la superficie lateral 
del cilindro. Por lo tanto, el vector tracción, definido como 
t (,,) = n • a , se puede calcular en notación matricial de la 
forma: 


h]=M>] 


0 1 OOx, -100x 2 


*1 


100xjX 2 

100X[ 0 0 


x 2 

= 

lOOx 2 

-100x 2 0 0 


0 


- 100x,x 2 


es decir, t < " ) =100(x 1 x 2 e 1 + x, 2 e 2 - x,x 2 e 3 ). 
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Figura 2.24. Sólido en forma de cilindro de eje X 3 . Vector normal a la 
superficie lateral del cilindro. 

Específicamente en el punto p(1/2,73/2,3), el vector 
tracción actuando en la superficie de normal 
n = 1/2 e! + 3 2e, será igual a: 


[t (n) ]= 

0 

50 

1 

Leo 

O 

in 

1 

" 1/2' 


1 

Leo 

? 

in 

(N 

1 _ 

50 

0 

0 

a/3/2 

= 

25 


-50 a /3 

0 

0 

0 


-25\¡3 


t (,,) = 25( 3e. i e 2 - 3c\) kN/m 2 

La componente de esfuerzo normal es igual a cr N = t (,I) • n . 
En particular el esfuerzo normal a la superficie lateral del 
cilindro cuya normal n -1 2e 1 i 3 2e,, en el punto 
/'(l 2. 3 2.3) corresponde a: 
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a N = [l 2 3/2 O 


= 

:[ n 7[t'">] 


" 25 3 " 

í 0] 

25 


-25,¡3 


= 25 \ 3 kN m 


La magnitud de la componente de esfuerzo normal a la 
superficie lateral del cilindro es cr N = t (,,) • n , y se puede 
plantear en notación matricial de la forma: 


cr. 


=[i>7h] 


<J N = [x, 


o] 


100x,x 2 

100 xf 
-1 OOx, x 2 


=200x?x 2 


Sustituyendo a xf = 1 - x 2 en la expresión anterior, dado 
que todo punto material sobre la superficie debe cumplir 
con la ecuación de la misma, se tiene que el esfuerzo 
normal es igual a: 

cr v =2O0(x 2 -x¡) 


Con el fin de establecer el valor máximo de <j n se deriva la 
expresión anterior con respecto a la coordenada x 2 y se 
iguala a cero, de tal forma que: 


5cJn = 200(l - 3x 2 ) = 0^x 2 =± /l/3 
dx 2 


dx¡ 


1200v 2 < 0 —> 


\a N (x 2 = ^3) = crr 

\<j n {x 2 =-^¡3) = ctT 


_max 


400)3 

9 


= 76.98 kN/m 2 


Tal esfuerzo normal a la superficie lateral del cilindro 
adquiere su máximo valor en la posición: 


= 1 ( 2e 

a V 


¡ + e 2 + x 3 e 3 


m 


Los esfuerzos principales cr (1) , cr (2) , cr (3) son las raíces de la 
ecuación característica del tensor de esfuerzos 
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crf ) —I l er* ) +I 2 cr () —I 3 =0, donde los coeficientes 
/j,/ 2 ,/ 3 son los invariantes de esfuerzos, que para este 
problema en particular son iguales a: 

/, = trcr = 0 

/ 2 = {(tr<r) 2 - tr<r 2 } = -ÍOOOO^ 2 + x\ ) 

/ 3 = det a = 0 

Por lo tanto en la ecuación cúbica se puede factorizar a 
cr (p) de tal forma que: 

a ip> ~ 1000 °(*i 2 + 4 hfp,=<7 (P) - 10000 ( x i 2 + x 2)}=o 

Resolviendo la ecuación anterior se establece que los 
esfuerzos principales en cualquier punto material son: 

<7 ( i),<T (3) - i 100 v. + x 2 cr (2) =0 

Para los puntos materiales ubicados en la superficie lateral 
del cilindro los esfuerzos principales serán: 

cr m = l00kN/m 2 cr (3) = —\00kNm 2 cr (2) =0 

Las direcciones principales correspondientes con los 
anteriores esfuerzos principales se obtienen sustituyendo 
cada valor principal de esfuerzos en la expresión matricial: 

(H- CT(p) [i])[„r -[o] 


(°~o 

100*! 

100*! 

(°-0 

-100*2 

0 

-1 

^ "O 

_1 

__ 

“0“ 

0 

-100* 2 

0 

(o-O. 

n¡ p) 


0 


Para el estado de esfuerzos del problema, y siendo 
<y (p) = cr (1) = 100, de la expresión anterior y de la definición 
de n como vector unitario, se pueden plantear las siguientes 

- 100n, (1) +100*! nf - 100x 2 n¡ l) = 0 

100* -lOOnf =0 

- 100x 2 nf 0 -100n 3 1) = 0 

n\ +n 2 + n\ =1 


ecuaciones: 
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De la solución del sistema de ecuaciones se obtiene el 
vector n (l) que define la dirección principal asociada al 
esfuerzo principal cr (1) , de la forma: 


n (1) = ~~( e i + A ‘i e 2 - x 2 c 3 ) para cr (1) = 100 


La dirección principal del esfuerzo principal 
<j (p) = cr (2) = 0 está definida por el vector n (2) cuyas 
componentes deben cumplir con el siguiente sistema de 
ecuaciones: 

100*! nf -100x 2 n (2) =0 

100x,ftj 2) =0 

-100x 2 «j 2) =0 

n[ 2 ) 2 +n ( 2 ) 2 +nf 2 =l 

De la solución del sistema se encuentra el vector principal 
n <2) de la forma: 

n (2) = x 2 e 2 + *,e 3 para cr (2) = 0 

De manera similar se calcula el vector n ,3) el cual define la 
dirección principal dada por el esfuerzo principal cr (3) , 
obteniendo: 


n (3) = ^^( e i ~~ - T i e 2 + x 2 e 3 ) para cr (3) = -100 


Ejemplo 2.6. Una viga en voladizo con sección 
transversal rectangular y eje longitudinal * 3 está sometida a 
una carga puntual W ubicada en su extremo libre x, = 0 y 
actuando en la dirección -x 2 como lo ilustra la Figura 
2.25. La matriz de componentes del tensor de esfuerzos 
con respecto a un sistema coordenado x,x 2 x 3 para todo 
punto material P(x,,x 2 ,x 3 ) tal que - a < x¡ < a , 
-h<x 2 <h y 0 < x 3 < l , es de la forma: 



Descripción del movimiento y de la deformación 


115 


H 


0 0 0 
0 O A + Bx¡ kN 

Tfl 

O A + Bx\ Cx 2 x 3 


• Demostrar que el estado de esfuerzos cumple con las 
condiciones de equilibrio despreciando las fuerzas de 
cuerpo, indicando la relación entre las constantes A, B y 
C. 

• Determinar la relación entre A y B cuando la tracción 
sobre las caras x 2 = ±h es nula. 

• Expresar la fuerza resultante sobre el extremo libre 
x 3 = 0 en términos de A, B y C. 



Figura 2.25. Viga en voladizo sometida a una carga puntual W. 


Dada la ecuación de equilibrio local dada por la fuerza 
resultante de la forma V • <r + pb = 0 y despreciando las 
fuerzas de cuerpo, es decir b=0, se puede verificar que: 


8x j 
d °l2 

dx\ 


+ 


+ 


d°~2i 

dx 2 

d&22 

dx 2 


+ 


+ 


-°^ + pb x =0 + 0 + 0 + 0 = 0 Jok 

dx 3 

do AA+ p h=0 + 0+—(A + Bx;)+0 = 0Jok 

dx 3 2 ax 3 v 2 ’ 


da ,, da 22 

13 + 2y + 

5X[ dx 2 


n + pb 3 - 0 + (a + Bx 2 )+ (Cx 2 x 3 ) + 0 

OX 3 OX 2 0X 3 


= (25 + C)x 2 = 0 Jok si 25 + C = 0 


El vector tracción sobre la cara x 2 = h , cuyo vector normal 
es n = e 2 , se obtiene de la siguiente operación tensorial 
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t*" 1 = ncr, la cual se expresa en notación matricial de la 
forma: 


[»<*>]= [<*[-] 



0 0 0 

“ 0 " 


0 


0 0 A + Bh 2 

1 

= 

0 


0 A + Bh 2 Chx 3 

0 


A + Bh 2 

es decir, t (,,) = 

- (a + Bh 2 )e 3 . Para la cara x 2 

= - 

-h el vector 


tracción, considerando que su vector normal es n = -e 2 , es 
igual a t ( ' !) = -{a + Bli 2 )e 3 . Si el vector tracción es nulo, 

A + Bh 2 =0^A = -Bh 2 


La componente de esfuerzo actuando sobre la cara x 3 = 0 
paralela al eje x 2 es igual a a ns = n • <j • s, siendo n = -e 3 y 
s = e 2 . En consecuencia la componente <i ns se calcula 
matricialmente de la forma: 


o-„ = [0 1 0] 


0 

o 

o 


°n, = [ s FH r M 
o o 

0 A + Bx 2 

A + Bx^ 0 


0 

0 

-1 


-A - Bx\ 


Dado que la fuerza puntual W es igual a la integral de la 
componente de esfuerzo calculada <j ns en el área S de la 
cara v 3 = 0, es decir W = J cr ns dS , la magnitud de dicha 
fuerza será: 


Í +hr+a p+Zip+a/ 2\ 

(7 dx x dx 2 =-\ I A + Bx;)dx l dx 2 

-h J-a J-hJ-a x 7 

1L = -4 ahí A + —1 


-2a 


Ax 3 + 


B 

y 


i +h 


\-h 


3 



Capítulo 3 
Descripción del movimiento 

y la deformación 


En este capítulo se presentan los conceptos generales relacionados con el 
movimiento de las partículas como posición, punto material y espacial, 
configuración, coordenadas materiales y espaciales, descripción 
lagrangeana y euleriana, entre otras. Después se describe el 
desplazamiento y la deformación en un cuerpo, indicando diferentes 
medidas de deformación y profundizando específicamente en la 
deformación infinitesimal (Spencer 1990; Bonet & Wood 1997; 
Belytschko, Liu et al. 2000; Oliver & Agelet 2002; Reddy 2004; Wu 
2005). 


3.1. Conceptos básicos 


A continuación se presentan algunos conceptos básicos de la mecánica 
del medio continuo indispensables para describir el movimiento y la 
deformación. 

• El vector posición es aquel que determina la ubicación de un 
punto en el espacio y en el tiempo. Como todo vector, las 
componentes de la posición están referidas a un sistema 
coordenado específico. 
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• El tiempo es el sistema de medida de la secuencia de sucesos 
representado mediante una cantidad escalar. En general el 
instante de tiempo inicial es igual a cero y se denomina tiempo de 
referencia t = 0. 

• Punto espacial se define como una posición fija en el espacio, es 
decir, invariante con respecto al tiempo. En cambio, punto 
material o partícula es un lugar en el espacio de posición relativa 
cambiante con el tiempo, relacionada con el movimiento de un 
cuerpo. 

• Cuerpo material es el conjunto de partículas que ocupan 
posiciones diferentes en el espacio durante el movimiento a lo 
largo del tiempo. 

• El lugar geométrico de las partículas de un cuerpo material con 
respecto a un sistema coordenado fijo en un instante de tiempo se 
define como configuración del cuerpo en ese instante. La 
configuración de un cuerpo en el instante de tiempo de referencia 
t = 0 se denomina configuración material o de referencia Q 0 . 
En cambio la configuración actual en t indicada como 
Q r corresponde a la configuración de un cuerpo en un instante de 
tiempo t. La Figura 3.1 muestra las configuraciones actual y de 
referencia en un cuerpo. 

• El volumen material se define como aquel volumen móvil 
conformado siempre por las mismas partículas, el cual es útil 
cuando las partículas conservan cierta proximidad durante el 
movimiento. En cambio, el volumen de control corresponde a un 
volumen fijo en el espacio que es atravesado por las partículas 
durante su movimiento y se utiliza cuando las partículas se 
dispersan con el movimiento. 
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3.2. Descripción del movimiento, 
coordenadas materiales y coordenadas 
espaciales 


La posición de una partícula P de un cuerpo está definida con respecto a 
un sistema coordenado de vectores base e, y en la configuración de 
referencia (7 = 0), como: 

X = Ve 

(3.1) 

— X l e l + X 2 e 2 + X 3 e 3 

donde las componentes del vector posición X V X 2 ,X 3 se denominan 
coordenadas materiales de la partícula como lo indica la Figura 3.1. 

En el instante de tiempo actual t, la partícula P ubicada en la posición 
X para t = 0 se traslada a la posición x en la configuración actual del 
cuerpo definida como: 


= v,e l + x 2 e 2 + x,e 3 

donde las componentes del vector posición x,,x 2 ,x 3 se denominan 
coordenadas espaciales de la partícula. 

El movimiento de una partícula se establece como el cambio de 
posición de la misma en un periodo de tiempo, por lo tanto el movimiento 
de un punto material P ubicado en la posición X de coordenadas 
materiales X V X 2 ,X 3 , se describe mediante la evolución en el tiempo del 
vector posición x(X,f) cuyas componentes son las coordenadas 
espaciales x 1; x 2 ,x 3 (Figura 3.1). 


configuración de referencia 

I f = 0 



Figura 3.1. Configuración de referencia y configuración actual de un cuerpo. 
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En la configuración de referencia, es decir en el tiempo t = 0, se 
señala cada partícula mediante una etiqueta única que la identifica por su 
posición en coordenadas materiales. 

El vector posición en coordenadas espaciales x se expresa mediante 
una función vectorial f en términos de las coordenadas materiales y del 
tiempo como: 

x = f(X,t) jq = f 1 (X l ,X 2 ,X 3 ,t) x 2 =f 2 (X l ,X 2 ,X 3 ,t) 

x 3 = f 3 (X 1 ,X 2 ,X 3 ,t) ! ^' !f 


Las componentes de la función f, es decir f , f 2 , f 3 , deben ser 
funciones biunívocas continuas e invertibles al igual que sus derivadas. 
La condición de unicidad asegura para un instante de tiempo, que dos 
partículas no ocupan el mismo lugar en el espacio y que una partícula no 
ocupa dos lugares diferentes en el espacio. 

Las expresiones (3.3) definen a las coordenadas espaciales en función 
de las coordenadas materiales y se denominan ecuaciones de movimiento. 
Asimismo, el vector posición en coordenadas materiales se puede escribir 
en términos de las coordenadas espaciales mediante las ecuaciones de 
movimiento inversas , así: 

X = f- 1 (x,0 X ] = /, ] (x ] ,x 2 ,x 3 ,t) X 2 = f 2 1 (x l ,x 2 ,x 3 ,t) 

! ~ (3.4) 

X 3 =f 3 (x l ,x 2 ,x 3 ,t) 

siendo f 1 la función vectorial inversa de componentes /, 1 , f 2 1 , f 3 1 . 
La condición matemática que garantiza la existencia de una función 
inversa f 1 indica que el determinante del Jacobiano J debe ser diferente 
de cero, es decir: 


/ = 



(3.5) 


La ecuación de movimiento de una partícula específica P ubicada en 
la posición X 1 ' dentro del cuerpo se denomina trayectoria de la partícula 
P y se ilustra en la Figura 3.2. 
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í = O 



La velocidad de una partícula ubicada en X p a lo largo de su 
trayectoria es una cantidad vectorial que se define como la variación de su 
posición en el tiempo, es decir \(X P ,t) = x(X p ,t). Por lo tanto, se 
puede establecer que el campo de la velocidad de un cuerpo es igual a: 


v(X,t) = x = 


dx 

dt 


dx(X,t) 

8t 


(3.6) 


De manera similar, el campo de la aceleración de un cuerpo 
corresponde a la derivada de la velocidad con respecto al tiempo, es decir: 


a(X,í) = v = x = 



d 2 x(X,t) 
dt 2 


VX e Q 0 


(3.7) 


3.3. Descripción material y descripción 
espacial 

Los problemas en mecánica del medio continuo se pueden formular 
considerando como variables independientes las coordenadas materiales o 
las coordenadas espaciales, clasificándolos como se indica a 
continuación. 

• Se emplea una descripción material o lagrangeana del problema 
cuando las variables independientes de las propiedades de las 
partículas son las coordenadas materiales X 1 ,X 2 ,X 3 . Por lo 
tanto una propiedad cualquiera (escalar, vectorial o tensorial) de 
una partícula p(X,t) está definida en términos de su posición en 
la configuración de referencia X y del tiempo t. La descripción 
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material se utiliza para formular problemas de Mecánica de 
Sólidos en general. 

• Se utiliza una descripción espacial o euleriana del problema 
cuando las variables independientes de las propiedades de las 
partículas son las coordenadas espaciales x v x 2 ,x 3 . Por lo tanto 
una propiedad cualquiera de una partícula fi(x, í ) está definida en 
términos de su posición en la configuración actual x y del tiempo 
t. La descripción espacial se utiliza habitualmente para formular 
problemas de Mecánica de Fluidos. 

Las dos descripciones se relacionan mediante las ecuaciones de 
movimiento y las ecuaciones de movimiento inversas. 



Figura 3.3. Analogía de la descripción empleada en problemas de mecánica del 
medio continuo: (a) descripción material y (b) descripción espacial. 

Para explicar de manera informal la diferencia entre la descripción 
material y la descripción espacial de la propiedad de una partícula se 
realiza la siguiente analogía. El barco mostrado en la Figura 3.3, tiene 
abordo a un lector compulsivo que permanece leyendo libros en su litera 
durante todo el viaje. 
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Suponiendo que el barco representa una partícula y que el número de 
libros leídos es una propiedad de la misma, se puede imaginar que la 
cantidad de libros leídos en él hasta cierto instante de tiempo, corresponde 
a la descripción material de la propiedad de la partícula (Figura 3.3(a)). 
En cambio, la cantidad de libros leídos cuando el barco pasa por un punto 
específico del trayecto representa la descripción espacial de la misma 
propiedad (Figura 3.3(b)). 


3.4. Campo del desplazamiento y de la 
velocidad 


Se denomina desplazamiento de una partícula al cambio de posición de la 
misma entre la configuración de referencia y la configuración actual. Al 
igual que la posición, el desplazamiento es una cantidad vectorial, la cual 
está definida como la resta entre el vector posición en la configuración 
actual y el vector posición en la configuración de referencia. Como lo 
indica la Figura 3.1, el vector desplazamiento de un punto P ubicado en 
la posición X p es igual a: 

u(x p ,í)= x(x p ,t)-X p (3.8) 

El campo del desplazamiento de un cuerpo es una función que define 
el vector desplazamiento para cada partícula que lo conforma, en un 
instante de tiempo t. Empleando la descripción material para establecer 
el campo del desplazamiento se tiene: 

u(X,f) = x(X,f)-X VX e Q 0 (3.9) 

siendo Q 0 el dominio del cuerpo en la configuración de referencia. 
Esta ecuación describe el desplazamiento que ocurrirá en una partícula 
cuya posición inicial es X. 

Asimismo, la descripción espacial del campo de desplazamiento 
corresponde a: 


u(x,r) = x-X(x,r) VxeD, 


(3.10) 
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siendo Q el dominio del cuerpo en la configuración actual. Esta 
ecuación representa el desplazamiento que ocurre en una partícula 
actualmente ubicada en la posición x. 

Recordando que las coordenadas materiales establecen la posición en 
la configuración de referencia, la cual es independiente del tiempo, se 
puede considerar a la variación del desplazamiento con respecto al tiempo 
como una definición alternativa de la velocidad, de la forma: 


du dx dX dx 
dt dt dt dt 


( 3 . 11 ) 


3.5. Concepto y teorías de la deformación 


En general un cuerpo en movimiento cambia en su posición, orientación, 
tamaño y forma. Si tal cuerpo cambia exclusivamente de posición y 
orientación se denomina cuerpo rígido, en cambio, si el cuerpo modifica 
su tamaño o su forma se denomina cuerpo deformable. 

La distorsión y el alargamiento 1 o simplemente las distorsiones son 
los cambios de forma y de tamaño de un cuerpo después de aplicado un 
desplazamiento presentado entre la configuración de referencia o no 
deformada y la configuración actual o deformada. Las distorsiones están 
medidas en unidades de longitud. 

La deformación 2 es la medida geométrica de las distorsiones que 
representa el desplazamiento relativo entre las partículas de un cuerpo, es 
decir, una medida de la cantidad de desplazamiento que difiere 
localmente del movimiento de cuerpo rígido. La deformación es una 
cantidad adimensional la cual se expresa habitualmente en porcentaje o 
fracciones decimales. 

De acuerdo con la magnitud de la deformación, el análisis mecánico 
de sólidos se puede clasificar según las siguientes teorías: 

• En la teoría de deformación infinitesimal o teoría de pequeñas 
deformaciones se considera que los desplazamientos, las 
rotaciones y las deformaciones de las partículas de un cuerpo son 
pequeñas. En este caso, la configuración actual es muy parecida 


1 Las palabras distorsión y alargamiento han sido traducidas del vocablo inglés 
deformation. 

2 La palabra deformación es la traducción del vocablo inglés strain. 
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a la configuración de referencia. Las deformaciones de los 
materiales más comunes en la construcción de obras civiles tales 
como el concreto y el acero se pueden considerar infinitesimales 
bajo condiciones de carga habituales. 

• La teoría de deformación finita o teoría de grandes 
deformaciones establece que los desplazamientos, las rotaciones y 
las deformaciones son arbitrariamente grandes. En tal caso, la 
configuración actual de un cuerpo es sustancialmente diferente 
con respecto a su configuración de referencia. Algunos 
materiales descritos mediante la teoría de deformación finita son 
las gomas, los elastómeros y los tejidos biológicos suaves. 

• La teoría de grandes desplazamientos o teoría de grades 
rotaciones considera que los desplazamientos y las rotaciones 
pueden ser grandes mientras las deformaciones son pequeñas. 


3.6. Medidas de la deformación 
unidimensional 


En general existen diferentes medidas de deformación representadas con 
tensores de segundo orden y asociadas a las teorías indicadas 
anteriormente. Sin embargo, para definir tales tensores de deformación 
es necesario establecer inicialmente las medidas de deformación 
unidimensional como se indica a continuación. 

Suponiendo que la longitud de una línea material en un entorno 
diferencial es igual a i en la configuración de referencia y a / en la 
configuración actual como lo indica la Figura 3.4, se denomina tasa de 
estiramiento a: 
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t = O 


C\ , _ „ \ 

V: 

V J 


4 -^ 

L 

t = t 

t \ 

' i f) x 


í u 


<->i 


l 

Figura 3.4. Línea material definida entre dos partículas de un cuerpo en un espacio 
unidimensional 

Algunas de las medidas de deformación normal unidimensional más 
comunes son las siguientes: 

• La forma más simple de medir la deformación normal 
unidimensional es calculando el estiramiento o alargamiento por 
unidad de longitud de la línea material en la configuración de 
referencia. Tal medida se denomina deformación de Cauchy o 
deformación ingenieril y está definida como: 

£ e=— = (3.13) 


• Una forma alternativa de medir grandes deformaciones consiste en 
sumar todos los pequeños incrementos de deformación A 11 que 
ocurren cuando la línea material se estira continuamente desde su 
longitud original L hasta su longitud en la configuración actual /. 
La denominada deformación natural o deformación logarítmica es 
el resultado del proceso de integración de la forma: 


s l = J, ^ = ln ^ = ln /l = \n(s E +1) 


= £ 


E 



3 n 

3 n 


(3.14) 


La deformación logarítmica escalar permite obtener la 
deformación en un espacio tridimensional, sin embargo tal 
proceso de generalización es complejo y computacionalmente 
costoso. 


• Las medidas de deformación escalar más sencillas de generalizar 
en el medio continuo son las denominadas deformación de Green 
s c y deformación de Almansi s A , definidas como: 
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£ g 


1--L- 
2 L 2 




(3.15) 


r-L 2 


£ A = 


2V 


ir i-^ 
A 


v 


(3.16) 


La Figura 3.5 compara a la deformación ingenieril con las demás 
medidas de deformación graficando las deformaciones en función de 
A-l. 



Á-i 



Figura 3.5. Medidas de deformación normal unidimensional 







Elementos de la mecánica del medio continuo para cuerpos sólidos. Volumen 1 


128 


3.7. Tensor gradiente de deformación 3 


El segmento recto entre dos partículas de un cuerpo deformable 
denominado línea material aumenta o disminuye de longitud en el 
tiempo, lo cual no ocurre en un cuerpo rígido. Se considera una línea 
material que une dos partículas cercanas entre sí P y Q incluidas un 
espacio diferencial del cuerpo en la configuración de referencia, cuya 
longitud es L y está alineado con la dirección de un vector unitario d 
como se ilustra en la Figura 3.6. Si P está ubicado en la posición X p , el 
punto material Q estará ubicado en la posición X p + Ld . Para un tiempo 
t cambia la línea material entre los puntos P y Q, teniendo ahora una 
longitud / y un vector unitario direccional d. Si la nueva posición de la 
partícula P es x p , la partícula Q se trasladará a la posición x p + Zd. 

El vector x p indica la posición en la configuración actual de la 
partícula P que estaba ubicada en la posición X p en la configuración de 
referencia, es decir: 


x p = x(x p ,í) (3.17) 

Asimismo, el vector x p + Zd indica la posición en la configuración 
actual de la partícula Q que estaba ubicada en la posición X p + Ld en la 
configuración de referencia, en otras palabras: 

x p + Zd = x(x p + Ld,t) (3.18) 



3 A pesar de lo indicado en las notas anteriores, en español el tensor gradiente de 
deformación corresponde al vocablo inglés deformation gradient tensor. 
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Se recuerda que el teorema de Taylor aplicada a un campo vectorial 
establece que dada una función derivable f y siendo a una posición 
cercana a z, la función definida en la posición z en notación indicial será 
aproximadamente igual a: 


/¡(z r ) = f¡(oc r ) + (z, -a¡) 


8Z; 


(Zj-ajY d 2 f 

2! 8z] 


+ ...+ 


fe, S'f, 

ni dz'j 


(3.19) 


Aplicando la ecuación anterior al campo vectorial x¡(x p +Sd r ,t ) en 
un tiempo fijo t, despreciando los términos de orden superior y 
considerando que a j = X p en virtud de que Q está muy cerca de P, se 
tiene: 


■[x p +Ld r ,t)=x i {x p ,t)+Ld j 


5X: 


dX 


j 


X- + Id. — x i + Ldj 


dx i 

ex, 


l X r'‘) 


(3.20) 


Id, = Ld 


dx, 


'dX : 


VA,, e Q 0 


j (x r ,,) 


Por lo tanto para toda partícula que pertenece a la configuración 
material, es decir X j éQ 0 se concluye que: 


f)x _ 

Id, = 1 Ld, 

1 dX 7 


(3.21) 


La última expresión denominada ecuación fundamental de la 
deformación , establece la relación entre la dirección y magnitud del 
vector definido por los puntos materiales P y Q en el instante actual Id y 
de referencia Ld . 

Los términos dx¡ /dXj se denominan gradientes materiales de 
deformación porque describen el movimiento relativo de las partículas 
con respecto a las partículas circundantes en un entorno diferencial. 

En un sistema coordenado de vectores base e, se define el vector de 
posición dado por las coordenadas espaciales de la forma x = x i e i y el 
vector operador nabla material como: 
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V = 



(3.22) 


El tensor de segundo orden F obtenido del producto tensorial entre el 
vector posición x y el operador nabla material V se denomina tensor 
gradiente material de deformación o simplemente tensor gradiente de 
deformación. Las componentes de dicho tensor F i¡ corresponden a los 
términos 8x¡ 8X j , por lo tanto F se puede expresar en notación compacta 
e indicial de la forma: 


F = x® V 

_ &, (3.23) 

F '-ñ, 


La matriz de componentes de F con respecto al sistema coordenado de 
vectores base e ; es: 



8x x 

8x x 

8x x 

8X Í 

dX 2 

8X¡ 

8x 2 

dx 2 

dx 2 

8X x 

dX 2 

8X 3 

dx 3 

8x 3 

8x 3 

8X Í 

8X 2 

8X 3 


(3.24) 


De la ecuación anterior se observa que F no es un tensor simétrico en 
general. 

La ecuación fundamental de la deformación indicada en la expresión 
(3.21) se puede escribir en función del tensor F de la forma: 


/d = F Ld 

leí = F..Ld¡ 

' v J 


(3.25) 


Observación. A pesar de su importancia en el análisis de 
deformaciones, el tensor F no es una medida de la deformación, 
dado que toda medida de deformación debe permanecer sin 
cambios en el movimiento de un cuerpo rígido. 

Si las componentes del tensor dx i /dX j se multiplican por 8X ¡ ox t el 
resultado corresponde al tensor unidad de segundo orden, es decir: 
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8x¡ dXj dx¡ 

— — = - = o ik 

8X j dx k dx k 

F,FÍ=S ik 


(3.26) 


por lo tanto, se define a los términos dXj /dx¡ como las componentes 
del tensor gradiente de deformación inverso o tensor gradiente espacial 
de deformación F 1 . 

En un sistema coordenado de vectores base e, se define el vector de 
posición dado por las coordenadas materiales de la forma X = X¡e¡ y el 
vector operador nabla espacial como: 


V = 



(3.27) 


Por lo tanto el tensor gradiente de deformación inverso será igual a: 

F _1 = X ® V 


F r l - 

,J 8x ; 


(3.28) 


En notación matricial las componentes de dicho tensor se ordenan en 
una matriz cuadrada de tercer orden de la forma: 


8X x 

8X j 

8X x 

dx x 

dx 2 

8x 3 

dX 2 

dX 2 

8X 2 

dx x 

dx 2 

8x 3 

dX 3 

dX 3 

8X 3 

dx x 

8x 2 

8x 3 


(3.29) 


3.8. Tensor de deformación 

Sean P y Q partículas en un entorno diferencial de un cuerpo como lo 
indica la Figura 3.6, la relación entre la configuración de referencia y la 
configuración actual del vector definido por las dos partículas 
corresponde a: 
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/d = F Ld , Ld = F 1 • Id 

, (3.30) 

Idj = LF..d¡ , Ld¡ = Ff ld 

recordando que F es el tensor gradiente de deformación explicado en el 
apartado anterior. 

La longitud al cuadrado de la línea material PQ en el instante de 
tiempo t obtenida como el producto interno del vector /d con el mismo, es 
igual a: 

l 2 =|d|| 2 = ld ld 

/ 2 = Ú F ij d j F ik d k = L?d j Fj i F ik d k (3.31) 

l 2 = L 2 d F r F d = L 2 d C d 


siendo C el tensor de deformación de Cauchy-Green derecho , el cual 
corresponde a C = F r • F . 

Se recuerda que la tasa de estiramiento es el cociente entre la longitud 
final y la inicial de una línea material infinitesimal que está orientada en 
la dirección dada por el vector d en la configuración actual y por d en la 
configuración referencia, es decir A = l L. Expresando la ecuación 
anterior en función de A 2 se obtiene la descripción material de la tasa de 
estiramiento así: 


A 2 =d F r F d =d C d 


A =d¡d 

1 J 


d x k dx k 
dX i 8X 

1 J 


d i C U d J 


(3.32) 


La variación en las longitudes al cuadrado de la línea material PQ 
entre la configuración actual y la configuración de referencia se puede 
escribir en términos de las coordenadas materiales como: 


l 2 -Ü =L 2 d-(c-l)-d (3.33) 

Si se divide entre 2L 2 en ambos lados de la ecuación anterior se 
obtiene la medida de deformación denominada deformación escalar de 
Green y presentada en la Ecuación (3.15) como: 

s G = 1 =d • E • d (3.34) 

G 2 L 2 

donde E se denomina tensor material de deformación o tensor 
deformación de Green y se define en notación compacta e indicial como: 
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E = |(c-l)=i(F r -F-l) (3.35) 

(3-36) 


Se recuerda que el vector d indicado en la Ecuación (3.34) es un 
vector unitario que establece la dirección de la línea material PQ en la 
configuración de referencia. 

Sustituyendo la relación (/ L) 2 en la Ecuación (3.34) se obtiene una 
expresión de la tasa de estiramiento en términos del tensor de 
deformación de Green de la forma: 


{( a 2 -1) =d E d 
l 2 = 2d • E • d +1 


(3.37) 


Se puede demostrar que el tensor E es simétrico evaluando el tensor 
transpuesto de la forma: 


E r = l(c r -l)=i(F r -(F r 7-l)=i(F r .F-l)=E 


Por otro lado, la longitud al cuadrado de la línea material PQ en la 
configuración de referencia L 2 será igual a: 

L 2 = Ld 2 = Ld Ld 

L 2 = l 2 Ff l d } F¿d k = l 2 djFfF¿d k (3-38) 

L 2 =/ 2 d F r F 1 d = / 2 d B 1 d 

siendo F ' el tensor transpuesto del tensor gradiente de deformación 
inverso, es decir F 7 =(f ) . El tensor de deformación de Cauchy- 
Green izquierdo está definido como B = F F 7 , por lo tanto 
B 1 = F r F '. 

La tasa de estiramiento también se puede expresar en términos del 
vector direccional de la línea material en la configuración actual d, 
reemplazando a A = l/L en la ecuación anterior de la forma: 

J, _rl I' ' I d 

A~ dx¡ dxj 


(3.39) 
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La variación en las longitudes al cuadrado de la línea material PQ 
entre la configuración actual y la configuración de referencia se puede 
escribir en términos de las coordenadas espaciales como: 

/ 2 -L 2 =/ 2 d-(l-B')-d (3.40) 

Si ahora se divide entre 2Z 2 en ambos lados de la ecuación anterior se 
obtiene la medida de deformación denominada deformación escalar de 
Almansi y presentada en la Ecuación (3.16) como: 

e A = ¡ =d E d (3.41) 

A 21 - 

donde E se denomina tensor de espacial de deformación o tensor 
deformación de Almansi y se define en notación compacta e indicial 
como: 


E= i (l — B 1 ) = ( (l - F~ r • F~' ) (3.42) 

(3-43) 


Se recuerda que el vector d indicado en la Ecuación (3.41) es un 
vector unitario que establece la dirección de la línea material PQ en la 
configuración actual. 

Sustituyendo la relación (/ L) 1 en la Ecuación (3.41) se obtiene una 
expresión de la tasa de estiramiento en términos del tensor de 
deformación de Almansi de la forma: 


^(l-r 2 )=d-E-d 
r 2 =l-2d E d 


(3.44) 


Se puede demostrar que el tensor E es simétrico evaluando el tensor 
transpuesto de la forma: 

E r = l(l-B-'f = -(f-Hf-’T) 

= ;(l-F- r -F- | )=E 


Los coeficientes de los tensores de deformación de Green y de 
Almansi son cantidades adimensionales que pueden describir el campo de 
la deformación de un cuerpo considerando deformación finita. 
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Ejemplo 3.1. Dadas las siguientes ecuaciones de 
movimiento de un cuerpo cuando se deforma, calcular la 
dirección de una línea material en la configuración actual d, 
la cual es paralela al vector d= L(ej+e 2 +e 3 ) en la 
configuración de referencia. Encontrar la tasa de 
estiramiento de dicha línea y sus medidas de deformación 
longitudinal de Cauchy, logarítmica, de Green y de 
Almansi. 

.v, = 2X l + ; 2,Y, 

X2 = -x 1 + ix 2 + y2 x 3 

x 3 = X l -lX 2 + y2X 3 

La relación entre el vector unitario que define la dirección 
de una línea material en la configuración actual d y en la 
configuración de referencia d es de la forma Ad = F • d en 
notación compacta y qd]=[F][dJ en notación matricial, 
siendo A la tasa de estiramiento de la línea y F el tensor 
gradiente de deformación. Las componentes de este último 
están dadas como F ij =dx i /8X j y se pueden presentar en 
una matriz cuadrada de la forma: 

a/2 | a/2 0 " 

-1 ^ iJ? 

1 4 4 ^ 

1 -3 Lj2 

La tasa de estiramiento multiplicada por el vector unitario 
que define la dirección de la línea material en la 
configuración actual es igual a: 

A[d]=[F][dj 

~dy 1 I” a/2 l*j2 0 Til I" 7 a/2 1 

2 d 2 = -1 ^ j a/2 1 ~^= = y¡2-l 

d 3 J [l -f j a/ 2 J[lj A ^/2+l A/ 

Siendo d un vector unitario, la norma del vector Ad es la 
tasa de estiramiento: 

+(,/2-ll + (d2+lff = Jf 
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Las componentes del vector d se obtienen de la forma: 


d = 


Ád 

Ád 


6 

13 


’ 7 /2 

1 1 

7 2 

2 -1 


a/2-1 


4^/3 ~ 2 a/26 

._ 

¡2 +1 

j2 + 1 


Las medidas de deformación escalar de Cauchy s E , 
logarítmica s L , de Green s G y de Almansi s A están 
definidas como: 


s E = Á - 1 , s L = ln(/l) 

* 0 = t6 ! -i) , £ , = i(i-r 3 ) 


A partir de la tasa de estiramiento obtenida anteriormente se 
tiene que: 


£ g 


£ 


A 


&-l = 0.4720 
6 


£ l= ln 

Un 


13 


\¡ 6 


-1 


V 


líi- 6 

2 ^ 13 


7 

12 

7 

26 


0.3866 

0.5833 

0.2692 


3.9. Tensor de deformación en función del 
tensor gradiente de desplazamiento 


Como se indicó en el Apartado 3.4, el campo vectorial del desplazamiento 
en un cuerpo es descrito de forma material como ii(X,í) = x(X,í)-X. 
El tensor gradiente material de desplazamiento J será igual al producto 
tensorial entre el vector u y el operador nabla material V , de tal forma 
que sus componentes corresponden a las derivadas de las componentes 
del vector desplazamiento con respecto a las coordenadas materiales. En 
notación compacta se tiene que: 
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j(X,f) = u(X,f)®V 

= x(X,t)®V-X®V=F-l 

y en notación indicial las componentes corresponden a: 

SU; 


(3.45) 


7„(X,,í) = 


dX, 

dx¡ 

dX : 


dX ‘ = F - 8 . 

5X lJ U 


(3.46) 


Los coeficientes del tensor gradiente material de desplazamiento son 
cantidades adimensionales que corresponden a las derivadas de las 
componentes de desplazamiento con respecto a las coordenadas 
materiales. 

Por lo tanto una forma alternativa de expresar el tensor gradiente de 
deformación en términos del tensor gradiente material del desplazamiento 
J es: 


F = 1 +J 


(3.47) 


Sustituyendo la expresión anterior en la Ecuación (3.35) se obtiene el 
tensor de deformación de Green E en notación compacta e indicial de la 
forma: 


E = l((l + j) r -(l + j)-l)=l(l-l + l-j + j r -l + j r -j-l) 
E = i(j + J r +J T -j) 


(3.48) 


^-2 


dlt 

dX, 


du j , du k 8u k 
dX; dX, dX 


j J 


(3.49) 


Dado el campo vectorial de desplazamientos descrito de forma 
espacial como u(x,í) = x-X(x,f) y el operador nabla espacial V, el 
tensor gradiente espacial de desplazamiento estará definido en notación 
compacta como: 


j(x,í) = u(x,í)®V 

= x ® V - X(x,f)® V = 1-F -1 


(3.50) 


En notación indicial las componentes de J corresponden a: 
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J Á X T>t) = 


chj 
dx¡ 
SX; 


8X^ 

SX: 


= 8. - F 

ij u 


(3.51) 


De acuerdo con lo anterior el tensor gradiente de deformación inverso 
F 1 se puede escribir como F =1-J . Al sustituir dicha expresión en 
la Ecuación (3.42) se obtiene el tensor de deformación de Almansi E en 
términos del tensor gradiente espacial de desplazamiento J, expresado en 
notación compacta de la forma: 


E = ( (l -(l-j) 7 - (l-j))= j (l-l - 1 + 1-J + • 1-J F • j) 

E=>(j + j r -j r -j) 


(3.52) 


y en notación indicial como: 


r, _1 

ij 2 


du : du , 


+ 

dx. dx : 


du k du k 
dx : dx 


i J 


(3.53) 


Ejemplo 3.2. Dadas las siguientes ecuaciones de 
movimiento de un cuerpo, calcular el tensor de 
deformaciones de Green y de Almansi. Comparar los 
tensores de deformación cuando la constante A adquiere un 
valor muy pequeño. 

Xj — Aj + AA 0 , X 2 — X 2 A A. , x 3 — + AA| 


Las componentes del campo vectorial del desplazamiento 
en descripción material ü j = x ( (A ; .)- , corresponden a: 

Wj = AX 2 , u 2 = AX 3 , ü 3 = AAj 

Por lo tanto, el gradiente de desplazamiento en descripción 
material J ij = dü i dX j se puede escribir en notación 
matricial de la forma: 



0 A 0 
0 0 A 
A 0 0 


Las componentes del tensor de deformación de Green se 
obtienen de la forma: 
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“0 

A 

0 " 


“0 

0 

A“ 


"a 2 

0 

0 " 

0 

0 

A 

+ J 

A 

0 

0 

+ 2 

0 

A 2 

0 

A 

0 

0 


0 

A 

0 


0 

0 

A 2 


En consecuencia, 



A A 
A 2 A 
A A 2 


Para calcular el tensor de deformación de Almansi es 
necesario escribir las ecuaciones de movimiento inversas. 
A partir de las ecuaciones de movimiento, se despejan las 
coordenadas materiales en función de las espaciales, 
obteniendo: 

X, = _ (x, - Ax, + A 2 x 3 ) 

1 1 + A 3V1 2 37 

X 2 = ! ' 3 (a 2 .v¡ + x, - Ax 3 ) 

A, = ] ' 3 (- Ax, + A 2 x, + x 3 ) 
i + A 

De las expresiones anteriores se evalúa el campo de 
desplazamientos en descripción espacial u¡ = x¡ - X¡(x r ), 
como: 


«i = 1 + A y(A 2 Xi + x 2 -Ax 3 ) 

u 7 = —— r (- Ax, + A 2 x, + x 3 ) 

2 1 + A 3V 1 - 37 

m, = — , (x, - AXt + A 2 x,) 

Por lo tanto, el gradiente de desplazamiento en descripción 
espacial J¡j = du¡ /dxj se puede escribir en notación 
matricial de la forma: 
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[J] 



A -A 2 
A 3 A 
-A 2 A 3 


Las componentes del tensor de deformación de Almansi se 
obtienen de la forma: 


[E]=-([j] + [jr-[j] r [j]) 




(-a 5 + a 4 -a 3 ) 
(a 6 + a 4 + a 2 ) 

(- A 5 + A 4 - A 3 ) 


-A 2 A 
A 3 -A 2 - 

A A 3 

(-a 5 + a 4 -a 3 )' 
(-a 5 + a 4 -a 3 ) 
(a 6 + a 4 + a 2 ) 


Considerando que A es un valor constante muy pequeño se 
pueden despreciar los términos de orden superior como 
A 2 , A 3 , A 4 ,... de tal manera que: 


[e]=[e] 


0 A A 
‘ A 0 A 
A A 0 


3.10. Tensor de deformación infinitesimal 


Bajo condiciones de carga típicas muchos materiales experimentan 
pequeños cambios de forma y tamaño como por ejemplo el concreto, el 
acero y la madera. En tal caso, las medidas de deformación de Green y 
de Almansi, útiles para describir deformación finita, se pueden aproximar 
a la deformación infinitesimal. 

3.10.1. Obtención del tensor de deformación infinitesimal 

Siendo el vector desplazamiento u = x - X, el tensor gradiente espacial 
del desplazamiento es igual a J = 1 - F 1 como lo indica la Ecuación 
(3.50), lo cual también se puede expresar de la forma 
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J = 1 - [l + (F -1)} 1 . Aplicando una expansión binomial del término 
{l + (F —1)} _1 de la expresión anterior se obtiene: 


{i+(F-i)r=£(- i)'(f-i)' 

r =0 

= i-(f-i)+(f-i) 2 -(f-i) 3 + ... + (-i)"(f-i)' 


(3.54) 


y en consecuencia, 

J = 1 - {1 + (F -1)}-' = ¿(- 1)'(F -1)'* 1 

r=0 (3.55) 

= (F -1) - (F -1) 2 + (F -1) 3 -... + (-1)” (F -1)" +1 

Recordando que el factor F -1 es igual al tensor gradiente material de 
desplazamiento como lo indica la Ecuación (3.45), la expresión anterior 
será: 


J = J-J 2 +J 3 -... + (-l)"J' !+1 (3.56) 


por lo tanto las componentes del gradiente de desplazamiento en 
descripción espacial y notación indicial corresponden a: 


du, du : du : du. 


du, 


du k du r 


dxj 


d XJ 


dx k d Xj 


dx k dx r dXj 


(3.57) 


Suponiendo que todas las componentes del tensor gradiente material 
de desplazamiento son pequeñas comparadas con el valor 1, es decir, 



du i 

dX, 


«1 


(3.58) 


se pueden despreciar los términos de orden superior como los 
productos indicados en la parte derecha de la Ecuación (3.57), 
concluyendo que: 


du¡ ~ du¡ 
dxj ~ dXj 


J = J 


(3.59) 


Lo cual significa que los gradientes material y espacial del 
desplazamiento coinciden. Sustituyendo el resultado anterior en las 
Ecuaciones (3.49) y (3.53) y de nuevo despreciando los términos de orden 
superior J r ■ J , se establece que: 
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E=E=i(j+r)=i(j+j r ) 


E =E.. = - 

,J ,] 2 


dü: du¡ 

v axT + ax^ y 


du L+ du 1 
K dxj dx t j 


(3.60) 


Lo cual indica que los tensores de deformación de Green y de Almansi 
son aproximadamente iguales cuando las componentes del tensor 
gradiente material de desplazamiento son pequeñas comparadas con la 
unidad. El tensor obtenido de la aproximación se denomina tensor de 
deformación infinitesimal en concordancia con la teoría de deformación 
infinitesimal, la cual establece como hipótesis básica que las 
deformaciones son pequeñas. El tensor de deformación infinitesimal 
s = £ l] t i ® e y se expresa en descripción material de forma compacta e 
indicial como: 


£=:(j+j r ) 


(3.61) 


£,i 2 


du¡ du ■ 


(3.62) 


De acuerdo con la Ecuación (1.109), e también puede escribirse 
como el gradiente simétrico de la descripción material del vector 
desplazamiento u , de la forma: 


s = 




> V +V 1 


>u)= V'ü 


(3.63) 


Observación. De acuerdo con el Apartado L6.4 todo tensor de 
segundo orden de la forma dada por el tensor de deformación 
infinitesimal ((j + J 7 ) es simétrico. 


La matriz de componentes de dicho tensor simétrico de segundo orden 
con respecto a un sistema coordenado de vectores base e, es la siguiente: 


11 

£ 12 

£ \ 3 

21 

£ 22 

£ 22 

31 

£ 12 

¿ 33 


(3.64) 


donde los términos en función de los gradientes materiales del 
desplazamiento son: 
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1 ( du, du , 

2 + 1 


2\ < dX l dX, 
1 ( du 3 + du { 


2\dX l dX : . 


1 du 3 5m 2 


du, 

ex 2 

1 f du, du. 


2{dX, dX 3 


1 ( du, du, 

-E + 4. 


2^dX 3 dX i 
1 f du, du. 


2{dX 3 SX 2 


(3.65) 


Dada la igualdad entre el tensor de Green y de Almansi bajo las 
hipótesis de la teoría de deformación infinitesimal, el tensor e se puede 
expresar en descripción espacial de forma compacta e indicial como: 


s =i(j+j r ) 


(3.66) 


1 ( du¡ du . 

£■■ = - - - + - l 

¡] 2 dX : d X: 


(3.67) 


El tensor s también puede escribirse en términos del gradiente 
simétrico de la descripción espacial del vector de desplazamiento u, de la 
forma: 


£ = jr(u ® V + V ® u) = V'u 


(3.68) 


La matriz de componentes de dicho tensor simétrico de segundo orden 
con respecto a un sistema coordenado de vectores base e, en función de 
los gradientes espaciales del desplazamiento es la siguiente: 


1 du 2 du x 


2 ^ dx x dx 2 
1 í du 3 + du { 


21 dx l dx 3 


1 du { du 2 


2 ^^ dx l 


1 (du, du. 


21 dx 2 dx 3 


1 ( du, du, 

— —- +— 7 


2 ^ dx 3 dx j 
1 f du, du. 


21 dx 3 dx 2 


(3.69) 
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3.10.2. Limitaciones del tensor de deformación 

infinitesimal. Rotación de un cuerpo rígido 

El tensor de deformación infinitesimal no puede ser una medida exacta de 
la deformación debido a que no permanece constante durante la rotación 
de un cuerpo rígido. 

Sea P una partícula de un cuerpo que rota un ángulo a con respecto 
al eje coordenado x 3 como lo ilustra la Figura 3.7, las coordenadas 
materiales y espaciales de la partícula son: 

X í = reos ^ X 2 = r siné ? 0 X 3 = 0 
jCj = re os( 6 > 0 + a) x 2 = r sin(é ? 0 + a) x 3 = 0 

Aplicando las identidades trigonométricas, 

sin( 6 , 0 + a) = sin 0 O eos a + eos d {) sin a 

cos(é ? 0 + a) = eos 0 n sin a - sin 0 Q eos a 
se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento. 

Xj = X x eos a - X 2 sin a 

x 2 = AjSina + X 2 cos« (3.70) 

x 3 = X 3 



Figura 3.7. Rotación de un cuerpo rígido: (a) esquema general, (b) coordenadas 
materiales y espaciales de una partícula P. 


De acuerdo con las expresiones anteriores y con la Ecuación (3.10), la 
descripción material de las componentes del campo vectorial de 
desplazamientos será: 
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m, = Xj eos a - X 2 sin a - X 1 

u 2 = ZjSina + X 2 cosa - X 2 (3.71) 

w 3 = O 


Después de calcular las derivadas de las componentes de 
desplazamiento con respecto a las coordenadas materiales se obtiene la 
matriz de componentes de s indicada a continuación. 


M 


eos a-1 0 

0 coscr-1 
0 0 


0 

0 

0 


(3.72) 


Los términos e n y s 22 son diferentes de cero pero pueden 
considerarse despreciables para gradientes de desplazamiento pequeños. 


Observación. A pesar que el tensor de deformación infinitesimal 
no sea una medida exacta de la deformación, ofrece una excelente 
aproximación. Comúnmente en materiales estructurales las 
componentes s y¡ son menores a 0.01, lo cucd concuerda con la 
suposición de que los gradientes del desplazamiento son pequeños 
comparados con 1. La ventaja de utilizar el tensor de 
deformación infinitesimal radica en que sus componentes varían 
linealmente con respecto al gradiente del desplazamiento, lo cual 
plantea un problema lineal (siempre y cuando no existan otras 
fuentes de no lineedidad). La ley de Hooke considera este tipo de 
aproximación del campo de la deformación con resultados 
satisfactorios en muchas aplicaciones. 


3.11. Interpretación geométrica de la 
deformación infinitesimal 

3.11.1. Estiramiento unitario 

La descripción material de la tasa de estiramiento indicada en la Ecuación 
(3.32), se puede escribir sustituyendo el tensor gradiente de deformación 
F dado en la Ecuación (3.47) por el tensor gradiente material de 
desplazamiento J de la forma: 
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J l 2 =d-F r -F-d = d-(l + jf(l + j)-d 

= d (l 1 + 1 J+J r l + J r j) d (3.73) 

= l + d(j + j r +j r j)d 

Despreciando los términos de segundo orden del gradiente material 
del desplazamiento, es decir, J r • J = 0, la ecuación anterior se reduce a: 

/. - lid (.1 t J y ) el (3.74) 


La expansión binomial de una función de la forma 1 + g 
corresponde a la siguiente serie: 

,1 + £ — / ^ -\—9— Y? — 1 2 — 8"í • • • + ~T — —9 G (3.75) 

V £¿(l-2£>! 2 4 A 2 8 (l-2«)n! 2 4" 

por lo tanto la tasa de estiramiento se puede escribir de la forma: 


/l = 1 + id • (j + J r )• d - i[d • (j + J r )' d ] 2 


+ ... 


(3.76) 


Despreciando los términos de orden superior, la expresión anterior se 
reduce a: 


A = l + yd-(j + J r )-d (3.77) 

Sustituyendo la tasa de estiramiento en la Ecuación (3.13) se obtiene 
la medida de deformación ingenieril s E de la forma: 

e E = U-(j + J r )-d (3.78) 

Definiendo de nuevo al tensor de deformación infinitesimal como: 

£ = i(j + J r ) (3-79) 

se tiene en general que: 

£ E =dsd (3.80) 

Sea un sistema coordenado de vectores base e, que definen a un 
vector unitario como d = d l t l y al tensor de deformación infinitesimal de 
la forma s = £ ¡j e¡ ® e ; , la deformación ingenieril se puede escribir en 
notación indicial como: 
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s E — d¡£¡jdj 

<7 y í/.¿'| í/ 4 (7 <7| -,(7 . ^ í/o’| 7 / (I .(.\ f ^ 4 (7 -,<7 -1 -.(7 ^ í7 . <7. ;(7 : “ (3.81) 

4" d ^ <7 ; 7 / j 4” d ■ <7 y , íZ . 4" í / ; <7 y ;í/ ; 

La operación tensorial mostrada en las ecuaciones anteriores se puede 
expresar en notación matricial de la forma: 


s E I 


=W [ £ í á } 

s E = \d x d 2 cf 


S l\ £ 12 S 12 


£ 21 S 22 £ 23 

£■31 £ 32 £ 33 



1 

i^r 

i_ 


d 2 


1 

i ^ 

1^3 

_i 


(3.82) 


Observación. La deformación ingenieril representa el 

estiramiento unitario de una línea material cuya dirección está 
definida por el vector unitario d en la configuración de 
referencia, en otras palabras, s E es igucd a la deformación 
longitudinal en la dirección d . 

Si la dirección del vector d coincide con el eje coordenado x, , es 
decir d = e¡, la deformación ingenieril será igual a la componente £,, del 
tensor de deformación infinitesimal. De la misma manera, si d = e 2 o 
d = e 3 la deformación ingenieril es igual a ¿’ 22 o a £ 33 respectivamente. 
En conclusión, las componentes del tensor de deformación s u ,s 22 ,£ 33 
representan el estiramiento unitario de líneas materiales paralelas a los 
ejes coordenados y se denominan deformaciones longitudinales. 


3.11.2. Distorsión 

Sean Q y R dos partículas ubicadas en un entorno diferencial de la 
partícula P dentro de un cuerpo material, para las cuales L Q, d' )J> y 
ZJ A ’ 1 d ‘ A> 1 son los vectores definidos por las líneas materiales PQ y PR 
respectivamente en la configuración de referencia. Como lo muestra la 
Figura 3.8 se considera que f Q) & Q) y f R) d {R) conforman un ángulo 
recto. En cambio, en la configuración actual las líneas materiales PQ y 
PR definen a los nuevos vectores L Q) d iQ) y l iR> d {R) respectivamente, los 
cuales conforman un ángulo 6. 

Aplicando la definición de tensor gradiente de deformación F dada en 
la Ecuación (3.30) a las líneas materiales PQ y PR se tiene que: 
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/ (e) d (e) = F-L (e> d (e) 
l iR) á m =F ■ L w d w 


(3.83) 


L (e) d (G) =F- 1 -Z (G) d (Q) 

jjR)¿ j(«) _ p-l ,¡( R ) ¿(«i 


(3.84) 



Figura 3.8. Configuración actual y de referencia de dos líneas materiales en un 
medio continuo. 


Del producto escalar entre los vectores l (Q) d iQ) y l iR, d iR) se obtiene la 
siguiente expresión: 


l (Q, d (Q) ■ l (S) d (fi) = F • L (Q) d (G> • F • L (R) d (/í) 

= l} Q) l} R) F¡jdj Q) F ¡k d¡¿ R) 

= L {Q) L (R) d) Q) F¡F ik dl R) 

= Ú Q) Ú R) d (e) • F r • F • d (R) 


Sustituyendo el tensor gradiente de deformación F dado en la 
Ecuación (3.47) por la suma entre el tensor gradiente material de 
desplazamiento J y el tensor unidad de segundo orden 1. se tiene que: 

/ {Q) l ( * } d (e) ■ d (/?) = I± Q) L (r) d (2) • (l + jJ • (l + j)■ d' 

=l (2) l w d (e) • (i+j+ y+r ■ j> d (S) (3 ' 86) 

Despreciando los términos de segundo orden del gradiente material 
del desplazamiento, es decir, J r ■ J = 0, la ecuación anterior se reduce a: 

m R) d (Q) -d (R) =L (G) L w d (G) -(l + J + F)-d w 


(3.87) 
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Se sustituye el doble del tensor de deformación infinitesimal 
expresado como 2e = J + J r , en la ecuación anterior, de tal forma que: 


l m l (R, d (e) • d (R) = L (e) L (R) d (e) • (i + 2e )• d (R) (3.88) 


Si se divide entre P Q> L (R) en ambos lados de la ecuación anterior y 
recordando que el producto escalar entre los vectores unitarios d (e) y d líil 
es igual a eos6*, se obtiene lo siguiente: 

cos # = jJjr) d (e> • (1 + 2e )• d ,R) (3.89) 


siendo X Q) y X R) las tasas de estiramiento de las líneas materiales 
PQ y PR respectivamente, definidas por la Ecuación (3.74) de la forma: 


A (e) = ^/d (e) • (1 + 2s)- d (e) 
A (K, = d lRl • (l + 2s)- d (R ' 


(3.90) 


Por lo tanto el coseno del ángulo formado por las líneas materiales PQ 
y PR en la configuración actual corresponde a: 

_ d (e) • (l + 2e) ■ d (R) 

008 6 *= ,- 5 -=—= -=- 

v 'd (e) -(l + 2¿r)-d (e \ d (R> -(l + 2f)- d (S) 

(3 91) 

d (g) • d (R) + d (6) • (2g)- d (R) ' 

A /l + ú (Q) -(2e)- d'^/1 + d w -(2f)- d w 

Como lo muestra la Figura 3.9, ahora se considera que ll Q) & Q) y 
E R 'á' R> están contenidos en el plano X l X 2 y conforman un ángulo recto 
entre los dos. En cambio, en la configuración actual las líneas materiales 
PQ y PR definen a los nuevos vectores / <e, d <e) y Z (R) d (R) respectivamente, 
también contenidos en el plano x x x 2 , los cuales conforman un ángulo 
0 = 0 X2 . Si las líneas materiales PQ y PR son paralelas a los ejes 
coordenados X l y X 2 respectivamente, es decir el vector direccional 
d (2) = e, y d {R] = e 2 , se cumple que: 

d (2) -d (R) = e, -e 2 =0 , d (fi) -d (e) =l , d ,R, -d ,R) =l 
d (e) £ -d (C) =e t s -e, =s n , d (R) -f-d (R) =e 2 -£--e 2 =^ 22 (3.92) 
jjXG). g . guo = e • s • e = s 

Sustituyendo los resultados anteriores en la Ecuación (3.91), se tiene 
que: 
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COS 0 n = 


2 e. 


12 


(3.93) 


1 ' -‘‘-I i 1 ' —*'22 

Dado que cos# 12 =sin(§-# 12 ), el ángulo 0 l2 expresando en la 
ecuación anterior es igual a: 


n 


6, n = - aresin 

2 


2^12 


/I + 2<v i. 1 + 2 o 


22 


(3.94) 



Figura 3.9. Configuración actual y de referencia de dos líneas materiales en un 
medio continuo considerando la distorsión en el plano x¡xr (a) esquema general, 
(b) elemento diferencial. 


La distorsión del cuerpo está asociada a la variación del ángulo 
formado por las líneas materiales PQ y PR entre la configuración actual y 
la configuración de referencia, como lo muestra la Figura 3.9. Tal 
variación angular corresponde a Aé? 12 = 6 {R) +6 ,<(?) = O n - 2 y en 
consecuencia es igual a: 


A 6 n = -aresin 


2 


12 


1 + 2 f , i a /1 + 2<? 22 


(3.95) 


Suponiendo que las deformaciones infinitesimales son pequeñas 
comparadas con la unidad, se puede suponer que - ares i n (2¿) 2 ) = -2¿-, 2 , 
1 + 2s u =1 y 1 + 2¿’„ = 1. Por lo tanto: 


Af? 12 2s l2 


(3.96) 


lo cual indica que la componente de deformación s xl es igual a: 
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'12 


= -¡A0 l2 


(3.97) 


En notación ingenieril se define la deformación tangencial o angular 
y, 2 o y 2] en el plano X 1 X 2 , como la reducción del ángulo formado por 
dos líneas materiales paralelas a los ejes coordenados X t y X 2 en la 
configuración de referencia. El valor de dicha deformación es 
y 12 = -A# 12 , por lo tanto la deformación angular en el plano X t X 2 
mostrado en la Figura 3.9(b) es igual a: 


r„ = - tso, 2 = ^-e u =e' m +0'“ (3,98) 


En un elemento diferencial las tangentes de los ángulos 6 {Q \6 {R) son 
iguales a las siguientes derivadas parciales de las componentes de 
desplazamiento. 


tané? (e) = — 2 
dX l 


tmd iR) = 


dif 

dX 2 


(3.99) 


Dado que du l ¡8X ] « 1 se puede considerar que tan6 ,(0) = 6 [Q) y 
tan 6 (R) = 6 (R) , y por lo tanto: 


7x2 = 



du 2 

dX l 


(3.100) 


Este mismo resultado se obtiene al sustituir la Ecuación (3.96) en la 
Ecuación (3.98), teniendo en cuenta la componente de deformación 
s l2 = \(du l /dX 2 +du 2 /dX l ) definida en la Ecuación (3.65), es decir: 


y 12 2^12 


ÜU 2 du 2 
dX 2 dX x 


(3.101) 


Repitiendo el procedimiento anterior considerando, primero, que el 
vector direccional d (£?> =e, y d (/?> =e 3 se obtiene que: 


7l3 


_ du , du 2 

2¿r, 3 = ———h - 3 


5X 3 8X l 


y segundo, si d L =e 2 y d =e 3 se tiene que: 

_ du , du 2 

Y 2 -x = 2e 22 = — + 

3 3 ax 3 ax 2 


(3.102) 


(3.103) 


Observación. Las componentes del tensor de deformación 
infinitesimal s X2 ,s n ,s 22 están asociadas con la reducción del 
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ángulo de distorsión dado entre dos líneas materiales y se 
denominan deformaciones tangenciales o angulares en notación 
científica. 


Observación. Como lo indican las ecuaciones (3.101),(3.102) y 
(3.103), toda componente de deformación tangencial en notación 
ingenieril es igual al doble de la respectiva deformación en 
notación científica, es decir y fj = 2 ¿y. 


La matriz mostrada a continuación representa a las componentes del 
tensor s en un sistema coordenado de vectores base e ; en notación 
ingenieril, donde los términos de la diagonal £ n ,s 22 ,s 3 3 corresponden a 
deformaciones longitudinales, mientras que los términos con subíndices 
diferentes Yii’YiyYi?, se denominan deformaciones tangenciales o 
angulares en notación ingenieril. 



2 Y\2 

2^13 

1 Y\1 

S 22 

jY 2 3 

[Yu 

2 Y 23 

£■33 


(3.104) 


3.12. Componentes y direcciones principales 
de deformación 

El campo de la deformación al igual que el campo del esfuerzo se 
describe mediante un tensor simétrico de segundo orden, el cual tiene tres 
valores propios reales que representan a las deformaciones principales y 
tres vectores propios que definen las direcciones principales de 
deformación. 

Físicamente, las direcciones principales de deformación establecen la 
orientación de tres líneas materiales mutuamente ortogonales en la 
configuración de referencia, que permanecen ortogonales en la 
configuración actual después de producida la deformación. Por lo tanto, 
como lo ilustra la Figura 3.10 no hay distorsión y solo aparecen las 
componentes de deformación longitudinal a lo largo de tales líneas 
materiales, denominadas deformaciones principales. 
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Observación. En general, para un punto material y en un 
instante de tiempo determinado, las direcciones principales 
obtenidas del tensor deformación son diferentes de las direcciones 
principales dadas por el tensor de esfuerzos. Sin embargo, si el 
material es isótropo ambas direcciones principales coinciden. 



Figura 3.10. Configuración actual y de referencia de tres líneas materiales 
mutuamente ortogonales en un medio continuo paralelas a las direcciones 
principales de deformación. 


De la misma manera como se indicó en el Apartado 1.6.9, las 
deformaciones principales s (p) y las direcciones principales m (p) , 
corresponden a los valores y vectores propios de la ecuación homogénea: 

(E-\s (p )m {p) =0 

ji-¿jftp)) m ¡ P> = 0 

la cual es igual a tres ecuaciones escalares de la forma: 

(¿■j j — £ {pj )/r? 1 + s u m 2 + £ l3 m 3 — 0 

£ 2\ m \ (^'22 ~~ ^(p) ) /?í 2 + *c 2 3 m 3 —0 

+ £'32 m ! "I" (^33 _ £ ( p ) ) m 3 = 0 

En notación matricial y recordando la simetría del tensor de 
deformaciones las ecuaciones anteriores se reescriben como: 


(^ll - £ (p)) £ \1 £ 13 

-1 

3^ 

_1 


1 

O 

1_ 

£ 12 (^*22 £ (p)) £ 23 

mf 

= 

0 

S \3 £ 23 (¿'33 — £ (p))_ 

1 

JL 

1_ 


0 


(*. 


(3.105) 


(3.106) 


(3.107) 
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siendo conocidas las componentes de deformación. Para calcular las 
incógnitas m] p) y s (p) , además de las 3 ecuaciones indicadas en (3.106), 
se recurre a la condición de normalización de los vectores principales 
expresada como: 

m (p) -m (p) = 1 

m\ p) m\ p) = 1 (3.108) 

(m[ p> J + (>n ( 2 p) y + (m^)- = 1 

Para obtener la solución no trivial de la Ecuación (3.107), el 
determinante de la matriz presentada a la izquierda debe ser igual a cero, 
lo cual da como resultado una ecuación cúbica para £ (p) denominada 
ecuación característica del tensor de deformaciones de la forma: 

£ ( P ) ~ A £ ( P ) + ^2 £ ( P ) ~ A = 0 (3.109) 

cuyas raíces s (1) ,s (2) ,£ (3) denominadas valores principales del tensor 
de deformaciones son reales y se ordenan de tal manera que 
£ a) > £ (1) > £ (3) . Los coeficientes de la ecuación cúbica /(,/',/' se 
conocen como el primer, segundo y tercer invariante del tensor de 
deformaciones y se expresan de la forma: 

I[= tre 

/(= \\trsf -tvs 2 ) (3.110) 

/' = det e 

Cada valor principal de deformación £ {p) está asociado a una dirección 
principal definida por un vector propio normalizado m </,) , que cumple 
con la Ecuación (3.105). 

Si los valores principales de deformación son distintos las direcciones 
principales son mutuamente ortogonales. En cambio, si dos o tres 
valores principales son iguales, las expresiones anteriores se siguen 
cumpliendo pero los ejes principales dados por los vectores 
m (1) ,m (2, ,m (3; no estarán definidos de forma única. 

Si dos valores principales son iguales, por ejemplo si £ (]) = £ (1] ^ s (3) , 
el vector propio m (3) está definido, mientras que los vectores m y m (2) 
corresponden a cualquier vector unitario ortogonal a m (3) . Por otro lado, 
si los tres valores principales de deformación son iguales, todo vector 
unitario es un vector propio del tensor e . 

Con el fin de conformar un sistema coordenado cartesiano derecho 
con los ejes principales de deformaciones, se establece que los vectores 
propios m <l, ,m <2) ,m <3) sean vectores unitarios mutuamente ortogonales. 
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El sistema coordenado principal de deformaciones i',, x 2 , x, se define 
como a aquel sistema coordenado conformado por los ejes principales del 
tensor de deformaciones s . Asimismo, se denominan vectores base 
principcd é p é 2 ,é 3 a los tres vectores unitarios paralelos a cada uno de los 
ejes principales. Por lo tanto el tensor de deformaciones escrito en 
términos de sus componentes en un sistema coordenado principal 
corresponde a: 


e = e ij e i 


)e ,' 


£ ij 


ko 0' = j) 
[o a *./) 


(3.111) 


La matriz [¿] de componentes del tensor de deformaciones 
expresados en el sistema coordenado dado por la base é p é 2 ,é 3 , 
corresponde a una matriz diagonal cuyos coeficientes son los valores de 
deformación principal, es decir, 


M 


*(D 0 0 

0 £ m 0 

0 0 


(3.112) 


El Apartado 1.6.11 describe un procedimiento de cálculo de los 
valores y direcciones principales de un tensor simétrico de segundo orden 
como el tensor de deformaciones. 


3.13. Cambio de volumen y deformación 
volumétrica 

Sea dV Q el volumen de un paralelepípedo infinitesimal en la 
configuración de referencia del cuerpo mostrado en la Figura 3.11, cuyos 
lados son líneas materiales paralelas a los ejes del sistema coordenado 
dado en la base e ( .. 

Cada uno de los lados del paralelepípedo está definido por un vector 
de la forma: 

dX {1) =dX a) e l , dX (2) =dX (2) e 2 , dX l3> =dX° > e i (3.113) 
y por lo tanto su volumen será igual a: 
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dV 0 =dX a) dX (2) dX (3) 


(3.114) 



Figura 3.11. Cambio de un volumen infinitesimal de un cuerpo material. 


Después de producida la deformación en el cuerpo los nuevos lados 
del volumen infinitesimal en la configuración actual están definidos por 
los vectores dx {1) , dx (2) y dx {3> , los cuales no son paralelos a los ejes 
coordenados. 

Recordando la relación establecida en la Ecuación (3.30) entre el 
vector que describe una línea material en la configuración actual y en la 
configuración de referencia, se tiene que: 


dx a) = F • dX in dx [¿> = F • dX u> dx {i) =F-dX 


rd) ^( 2 ) - 


(2) ^(3) _ ■ 


4i) 


dx ; 


dX j J 


'(1) J v (2) 


9X: 


8X j J 


42) J v (3) 


dx¡ 

8X; 


£ (3) 

(3.115) 


(3.116) 


El volumen infinitesimal deformado dado en la configuración actual 
dV t se define como el triple producto entre los vectores asociados a sus 
lados de la forma: 


dV t = dx (1) ■ (dx i2) x Jx (3) ) 
dV, = Pijk.dxf ) dxf ) dxf ) 


Sustituyendo la Ecuación (3.116) en la expresión anterior se tiene que: 
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dV, = P ijk 
dv , = P¡jk 


dXi dX ( r " dx > dX ( s 2) 
dX„ dX„ s 


dXk dX< 3> 
dX, 


dx t 5xj dx k 

dx r dx s dx, 


dXfdX\ ¿) dX 


(2) . 


'(3) 


(3.118) 


De acuerdo con la Ecuación (3.113) las componentes de los vectores 
paralelos a los ejes coordenados que determinan los lados del volumen en 
la configuración de referencia son: 


[dX w ]=[dX^ dX¡ l) dX (k> ] = [dX (l) 0 0 f 

[dX (2) ]=[dX¡ 2) dX™ dX¡ 2) ] =[ 0 dX (2) 0 ] 

[dX (3> ]= [dX^ dX™ dX ( ^] =[ 0 0 dX 0) ] 


(3.119) 


Por lo tanto el volumen deformado se puede expresar así: 


dV, = P ijk 


dXj dXj dx k 

dX l dX 2 dX 3 0 


(3.120) 


El factor que multiplica a dV 0 al lado derecho de la ecuación anterior 
es el determinante del tensor gradiente de deformación o Jacobiano, el 
cual se expresa de la forma: 


dx, dx t dx k 
Pijk dX l dX 2 dX 3 


ñxj 

dx 2 

dx 3 

axj 

dX t 

dX í 

dx 3 

dx 2 

dx 3 

dx 2 

8X 2 

dX 2 

dx 3 

dx 2 

dx 3 

dX 3 

dX 3 

dX 3 


= det 


K dX U 


= detF 


(3.121) 


En conclusión el cociente entre el volumen infinitesimal deformado 
con respecto al volumen infinitesimal en la configuración de referencia es 
igual a: 


dV t 

dV Q 


= detF 


(3.122) 


Observación. Un material se define como incompresible cuando 
no cambia de volumen durante el proceso de deformación, por lo 
tanto el dV t /dV Q = detF = 1 
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3.13.1. Deformación volumétrica finita 

Sin realizar ninguna simplificación, se denomina deformación 
volumétrica finita E vol a la variación del volumen deformado con 
respecto al volumen en la configuración de referencia, es decir: 

E _ dV t -dV 0 _dV l 1 

dV 0 dV Q (3.123) 

E vo¡ = detF-1 

Sustituyendo la Ecuación (3.47) se puede expresar la deformación 
volumétrica en función del tensor gradiente material de desplazamiento 
como: 


Ki = det f! + j)-1 


(3.124) 


3.13.2. Deformación volumétrica infinitesimal 

De acuerdo con la teoría de la deformación infinitesimal, la cual 
considera que tanto el campo del desplazamiento, como el campo de la 
deformación son pequeños, se pueden despreciar los términos de orden 
superior de los gradientes de desplazamiento presentes en el cálculo del 
determinante de (l + j), reduciéndolo a: 

detF = det(l +j)=l + trj (3.125) 

Se define a la dilatación o deformación volumétrica infinitesimal s vol 
como la variación del volumen deformado con respecto al volumen en la 
configuración de referencia considerando deformaciones infinitesimales. 
Reemplazando el resultado anterior en la Ecuación (3.124) se obtiene que: 

e„i= trJ (3.126) 

Recordando que el tensor de deformación infinitesimal es igual a 
£ = f (j + J r ), se puede evaluar su traza de la forma: 

tr e = f (trJ + trj r ) = trJ (3.127) 

En conclusión la dilatación o deformación volumétrica infinitesimal es 
igual a la traza del tensor de deformación infinitesimal, la cual es una 
cantidad invariante de dicho tensor, es decir: 
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(3.128) 


Observación. En un estado de deformaciones infinitesimales 
representado por un tensor desviador, la deformación volumétrica 
infinitesimal es igual a cero, es decir s^ = tre dev = 0. Por lo 
tanto la presencia exclusiva de la distorsión no produce cambio de 
volumen del cuerpo. 

3.14. Estado plano de deformaciones 
infinitesimales 

El estado plano o condición plana de deformaciones es una 
simplificación del estado tridimensional, en el cual las componentes de 
deformación contenidas en un plano coordenado específico pueden ser 
diferentes de cero, mientras que las demás componentes son nulas. La 
Figura 3.12 muestra una tajada de espesor unitario de un muro de 
contención sometido a cargas contenidas en el plano x¡x 2 , como ejemplo 
de la condición plana de deformaciones en dicho plano. 



Figura 3.12. Sólido en condición plana de deformaciones en el plano X 1 X 2 : (a) corte 
de espesor unitario de un muro de contención; estado de deformaciones de un 
elemento infinitesimal: (b) deformación longitudinal en xi, (c) deformación 
longitudinal en xi, (b) deformación angular en el plano x¡X 2 . 
























Elementos de la mecánica del medio continuo para cuerpos sólidos. Volumen 1 


160 


En condición plana de deformaciones en x x x 2 , el estado de 
deformaciones es el mismo para todos los planos paralelos a x x x 2 dentro 
del sólido, de tal manera que las deformaciones estarán definidas en un 
espacio bidimensional. Por otro lado, las componentes de esfuerzo dadas 
en la condición plana de deformaciones no necesariamente están 
contenidas en el plano en cuestión. 

En general se considera un sólido que cumple con la condición plana 
de deformaciones en el plano x,x 2 definido en un sistema coordenado de 
vectores base e ; . Por lo tanto la matriz de componentes del tensor de 
deformaciones en dicho sistema coordenado es de la forma: 

* 11 *12 0 

[*] = *12 *22 0 (3.129) 

0 0 0 


3.14.1. Transformación de las componentes de deformación 

Sea x,x 2 x 3 un nuevo sistema coordenado definido por los vectores base 
e,, cuyo eje x-, coincide con el eje x, del sistema coordenado original 
definido por los vectores base e, . Por lo tanto e 3 = e 3 y el plano x,x 2 es 
el mismo plano x¡x 2 , como lo ilustra la Figura 2.19. La matriz de 
componentes de deformación definidas en un sistema coordenado de 
vectores base e ; se puede escribir de la forma: 

*11 *12 0 

[*]= *12 *22 0 (3.130) 

0 0 0 

Dada la relación entre los dos sistemas coordenados, existe un ángulo 
0 contenido en el plano x,x 2 = x x x 2 , definido entre los ejes x, y x x o entre 
los ejes x 2 y x 2 , y de magnitud positiva en el sentido positivo del eje 

x 3 = x 3 . 

De acuerdo con la ley de transformación de componentes de un tensor 
de segundo orden que se indicó en la Ecuación (1.65), la matriz de las 
componentes de deformaciones en la nueva base es igual 
4S =[M]W[M] r , donde los términos de la matriz de transformación 
[M corresponden a los productos punto entre los vectores de las dos 
bases, es decir M jj = é¡ - e .. Para la condición plana de deformaciones en 
el plano x,x 2 = XjX 2 los coeficientes de transformación son iguales a: 
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M n = e, -ej = cosé? M n = e, -e, = sind 
M 2i = e 2 -e, = -sind M 22 = e 2 • e 2 = eos 0 
M n = e 3 -e l =0 A/ 32 = e 3 -e 2 =0 


M 13 = e 3 -e 3 = 0 

^23 = ®2 ' e 3 = 0 

M 33 = e 3 • e 3 = 1 


(3.131) 


De acuerdo con los coeficientes indicados anteriormente la matriz de 
transformación para un estado plano de deformaciones es de la forma: 



eos 0 sin 0 

- sin 0 eos 0 

0 0 


0 

o 

1 


(3.132) 


En conclusión las componentes de deformaciones en la base e ( son 
iguales a: 

¿11 = 2 (^11 +^ 2 2 )+ 2 (^11 -^ 22) cos2<9 + ^ i 2 sin 2 6 » 

¿22 = j(s n + £ 22 )-^(£ n -£ 22 )cos20-e 12 sin20 (3.133) 

s 12 =-f(f n -£ 22 )sin20 + £ 12 cos20 

En términos de la medida ingenieril de deformación angular 
y 12 ~ 2s 12 , las expresiones anteriores se pueden escribir de la forma: 

¿11 = 1 + ^ 22 )+itai -^22 )cos 20 + 1/12 sin 26> 

¿22 = j{ £ n + *22 )- j i £ n - ^ 2 2 ) cos 20 -\y n sin 26 (3.134) 

fi 2 =-(^ii-^ 2 2 )sin 20 + / 12 cos20 


3.14.2. Deformaciones y direcciones principales 


A continuación se evalúan las deformaciones principales y las respectivas 
direcciones principales para un estado plano de deformaciones, en el cual 
las componentes s l3 ,£ 2i ,£ 33 son iguales a cero. En particular las 
invariantes de deformación son iguales a: 


h e \ 1 + S 22 

2 2 = £ l 22 — £ \ 

/' = o 


12 


(3.135) 


las cuales son sustituidas en la ecuación característica del tensor de 
deformación obteniendo: 
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£ ( p ) \?( p ) (^11 + + (^11^22 ^ 12 )] O (3.136) 

Se observa que una de las tres deformaciones principales 
£ (p) = s a) , s (2) ,£ (3) es igual a cero. Se establece de forma arbitraria que 
s (3) = 0. Por lo tanto, la matriz de las componentes del tensor de 
deformaciones en la base principal se escribe como: 

*(i) 0 0 

[é\= 0 e l2) 0 (3.137) 

0 0 0 

Siendo £ (Í) ,£ (2) las deformaciones principales correspondientes a las 
raíces de la expresión cuadrática indicada entre corchetes en la Ecuación 
(3.136), iguales a: 

£ (1) ’ S (2) = 2 1 + S 22 ) — '\/(^11 _ £ 22 ) ~' r ^ S \2 - (3.138) 

y en notación ingenieril a: 

£ a) ,£ ( 2 ) = 2 (?n ^ 22 )~ (^11 — ^ 22 ) J¡ ~7\2 m (3.139) 

Sea a el ángulo definido entre el eje x x y el eje principal x x como lo 
indica la Figura 2.21(b), las tres direcciones principales asociadas a las 
tres deformaciones principales £ n) ,£ f2) ,£ 0) están dadas por los siguientes 
vectores unitarios: 

m U) =cos«e! +sinae 2 

m <2) =-sinae,+cosae 2 (3.140) 

m <3) =e 3 

Sustituyendo las componentes del vector m (l) y la deformación 
principal £ (¡l en la primera expresión escalar de la Ecuación (3.107), se 
tiene que: 

(íj j - s {X) )cos a + £ l2 sin a = 0 
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Otra forma de calcular el ángulo a es la siguiente. Dadas las 
componentes de deformación en un sistema coordenado paralelo a las 
direcciones principales, la componente de deformación angular y\ 2 debe 
ser nula. Igualando a cero la Ecuación (3.134) se tiene que: 

Yn = ~{ £ \ i “ £, 22 ) s i n 2a + Xi 2 eos 2a = 0 
Dividiendo la expresión anterior entre eos 2 a , se obtiene: 

tan la = ^— (3.142) 

£ \ 1 _ £ 11 

De la misma forma presentada para un estado de esfuerzos, un estado 
plano de deformación se puede representar gráficamente mediante el 
denominado círculo de Mohr en deformaciones, cuya abscisa indica las 
deformaciones longitudinales s y la ordenada indica la mitad de la 
deformación angular en notación ingenieril \y (Figura 3.13). 



Figura 3.13. Círculo de Mohr en deformaciones para un estado definido en el 
plano X\X2. 


3.15. Ecuaciones de compatibilidad de 
deformaciones infinitesimales 


A continuación se establece la relación entre las seis componentes del 
tensor de deformación infinitesimal, las cuales deben satisfacer un estado 
de deformaciones físicamente admisible. 

Como se indicó anteriormente, el campo de las deformaciones 
infinitesimales es función del gradiente del campo del desplazamiento, 
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siendo este último un grupo de funciones continuas, al igual que sus 
derivadas, que depende de la posición del punto material y del tiempo. 

La relación obtenida en la Ecuación (3.69) entre las componentes de 
deformación infinitesimal y de desplazamiento corresponde a un sistema 
de seis ecuaciones diferenciales parciales de la forma: 


du. 

du 0 

du. 

£ xx = - L 

dx 1 

S 22 ~ - 
dx 2 

£,, = —- 

dx 3 

du, du. 

du, du. 

du, du. 

y, 2 = — + — 

<7X 2 ÓX x 

y u = — + — 

dx 3 dx x 

y 23 - + 

óx 3 dx 2 


(3.143) 


siendo u x ,u 2 ,u 3 tres funciones continuas y derivables para todo punto 
material en el dominio del medio continuo. 

Si las funciones de desplazamiento u v u 2 ,u 3 en términos de la 
posición (jCpJCj.JCj) son conocidas, las seis componentes de deformación 
se obtienen evaluando las derivadas de los u¡ con respecto a los x ; . En 
cambio, cuando se desean calcular las tres componentes de 
desplazamiento, siendo conocidas las seis componentes de deformación, 
se conforma un sistema de seis ecuaciones con tres incógnitas, para el 
cual podría o no existir una solución, es decir, un valor de las funciones 
de desplazamiento obtenido de un grupo de componentes de deformación 
escogidas de forma arbitraria. 

Si se deriva dos veces la componente s x , con respecto a x 2 , al igual 
que se deriva dos veces la componente s 21 con respecto a x, se tiene que: 


d 2 £ u _ d 2 

r du x ^ 

d 2 s 22 _ d 2 

r du 2 N 

dx\ dx 2 

y dx xy 

dx 2 dx 2 

l dx iJ 


Derivando la componente de deformación y x2 con respecto a x, y a 
x 2 se tiene que: 


d 2 y l2 _ d 2 

r du x du 2 ^ 

_ d 2 

r du x ^ 

d 2 

4-_ 

r du 2 N 

dx x dx 2 dx x dx 2 

v 5 x 2 dx x j 

dx 2 


dx 2 

V & 2y 


(3.145) 


Sustituyendo la Ecuación (3.144) en la expresión anterior se obtiene la 
primera ecuación de compatibilidad de deformaciones infinitesimales de 
la forma: 


a 2 gn | d 2 e 22 _ d 2 y l2 
dx 2 dx 2 dx x dx 2 


(3.146) 


De la misma manera se obtienen otras dos ecuaciones de 
compatibilidad relacionadas con las componentes de deformación y X3 y 
y 23 indicadas a continuación: 
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d 2 gn + 5^33 = d 2 y n d 2 £ 22 + aV 33 = d 2 /^ 

dx 2 dx 2 dx x dx 3 dx 2 <3x 2 dx 2 dx 3 


(3.147) 


Ahora, derivando la componente e ,, con respecto a x 2 y a x 3 se tiene 
que: 


d 2 s n _ d 2 

2 du x N 

dx 2 dx 3 dx 2 dx 3 



(3.148) 


y la segunda derivada de las componentes de deformación angular 
y 22 , y 13 y y l2 con respecto a x,, x 2 y x 3 respectivamente son las 
siguientes: 


_ 5 V 23 . 

d 2 1 

2 du 2 

dx 2 

<N ^ 

y dx 3 

S 2 Vn _ 

d 2 

du x 

dx ] dx 2 

dx x dx 2 

y dx 3 

d 2 Yn _ 

d 2 

r du x 

dx x dx 3 

dx x dx 3 

K dx 2 


du 

dx 2 ; 

du 


^l 2 l 
d 2 ' 
dx f v 


3m 3 n 
5x 2v 

5m 2 ^ 

fíx 3 


+ 


+ 


S 2 

Sx 2 Sx 3 

a 2 

fíx 2 dx 3 


r 

V 

( 

V 


du x ' 
dx ly 

du x ' 

dx, , 


De la suma de las tres ecuaciones anteriores se obtiene: 


dV 23 | 5 Vi3 
dx, 2 


cbqcbcj 


+ Y 12 _ _ 3 2 

^ du n du 3 ^ 

0 2 

4- _ 

r du 3 ' 

5xj5x 3 Sx 2 

v 0x 3 Sx 2 y 

dx 2 

v 5x 2y 




dx 2 dx 3 


= 2 - 


dx 2 dx 3 


V & i y 
^ du^ 

v & iy 


Sx 2 


du 2 

Gx-, 


= 2 


dx 2 dx 3 


dx 2 dx 3 


^ Gu x ^ 
cbq 


de donde se concluye que: 

2 = _ s 2 y 21+ d 2 ru + s 2 r l2 

dx 2 dx 3 dx 2 dx x dx 2 dx x dx 3 


(3.149) 


De la misma manera se obtienen otras dos ecuaciones de 
compatibilidad relacionadas con las componentes de deformación s 22 y 
s 33 indicadas a continuación: 



Elementos de la mecánica del medio continuo para cuerpos sólidos. Volumen 1 


166 


2 d 2g 22 _ dy 23 d% | d 2 y n 
dx 1 dx 3 dx\dx 2 dx 2 dx 2 dx 3 

2 d 2g 33 _ d 2 y 23 | d 2 y n d 2 y n 
dx¡dx 2 dx ] dx 3 dx 2 dx 3 dx 3 


(3.150) 


La siguiente expresión general en notación indicial corresponde a un 
conjunto de 81 ecuaciones escalares de las cuales solo 6 son diferentes no 
triviales y coinciden con las ecuaciones de compatibilidad (3.146), 
(3.147), (3.149) y (3.150). 


+ S\i _ d 2 s lk _ d 2 s n = Q 
dx k dx, dx¡dXj dx j dx l dx¡dx k 


(3.151) 


Cuando se cumplen las ecuaciones de compatibilidad, las 
componentes de deformación constituyen un estado de deformación 
admisible, en otras palabras existe compatibilidad entre tales las 
componentes. 


3.16. Componentes de deformación 
infinitesimal en notación de Voigt 


De acuerdo con la notación de Voigt, las componentes de deformación 
infinitesimal longitudinal y tangencial en notación ingenieril pueden 
representarse mediante una matriz columna {s} cuyos términos están 
organizados de la siguiente manera: 



y 23 y 13 tl ] 

2^23 2 <?! 3 2 <? 12 ] 


(3.152) 


En particular para la condición plana de deformaciones, la matriz 
columna {s¡ se puede reducir de la forma: 


= ki 


'22 


n 


.i 


£ } — \f\\ £ 22 2¿'| 2 ] 


(3.153) 


La utilización de las deformaciones tangenciales ingenieriles 
y¡j = 2s¡j como términos de la matriz columna de la deformación busca 
que las expresiones de la energía sean equivalentes en notación tensorial y 
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en notación de Voigt. Se puede verificar que la energía interna por 
unidad de volumen está dada por las siguientes expresiones equivalentes: 


pu=\e\o = \s i f> ij 


— 2 j <J X j + S x 2 0"i 2 + ^13^13 + £ 2X^21 ^ 22^22 ^ 23^23 

+ £31^31 ^* 32^32 ^*33^33) 


(3.154) 


2 (^1 l°"l 1 £ 22 ( *22 ^33^33 ^23^23 ^13^13 ^ 12 ^ 12 ) 

Las componentes de deformación infinitesimal en un sistema 
coordenado de vectores base e, se pueden obtener de la siguiente 
operación matricial: 


M = [t]{Ó (3.155) 

siendo [t] la matriz de transformación de sistema coordenado de las 
componentes de deformación en notación de Voigt, la cual coincide con 
la matriz planteada anteriormente para transformar estados 
tridimensionales y bidimensionales de esfuerzos en las ecuaciones (2.134) 
y (2.135). 

Ejemplo 3.3. Sobre una superficie plana de un sólido se 
ubican tres deformímetros eléctricos unidireccionales a, b y 
c, como se indica en la Figura 3.14. Después de aplicar 
las cargas sobre el sólido las lecturas de las galgas 
establecen a las deformaciones longitudinales s a en la 
dirección del eje x 1 , s b en la dirección del eje x 2 y s c a 
45° del eje x x en el plano x x x 2 . Encontrar la componente 
de deformación angular ingenieril y 12 en función de las 
lecturas de los deformímetros. 



a 


Figura 3.14. Deformímetros eléctricos en un punto P. 




Elementos de la mecánica del medio continuo para cuerpos sólidos. Volumen 1 


168 


Sea \s\ la matriz de componentes del tensor de 
deformación del punto P con respecto a un sistema 
coordenado x x x 2 x 3 de vectores base e,,e 2 ,e 3 . La 
componente de deformación longitudinal en la dirección del 
eje x, es igual a s n = s a , y la deformación longitudinal en 
la dirección del eje x 2 corresponde a s 22 = s h . 



1 

Jo 

2^12 

kTn 

= 

2^12 

£ 22 

2 Y 23 


J/l3 

\Y23 

s 33 


La deformación longitudinal de una línea material en 
dirección d es igual d • £ • d , por lo tanto la deformación 
e c = d • s • d cuando d = eos 45°e, + sin 45°e 2 . La anterior 
operación se puede escribir en notación matricial de la 
forma: 



£ ll T /12 jYl3 

-1 

to|p 

_1 

jYl2 S 22 jY23 

1 

a/2 


\ Yl3 1^23 ^33 

1 

O 
_1 


obteniendo como resultado: 

=^11 + ^22 + ^12) 

En consecuencia la componente de deformación angular 
ingenieril en el plano x x x 2 es igual a: 

Yll = 2£ c-( £ a + £ b) 


Ejemplo 3.4. Para el ejemplo anterior, calcular los valores 
principales de deformación en términos de las 
deformaciones longitudinales s a , s h , s c , considerando un 
estado plano de deformaciones. 

Suponiendo un estado plano de deformaciones la matriz de 
componentes del tensor de deformación del punto P con 
respecto a un sistema coordenado x x x 2 x 3 será de la forma: 
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T £ n \Yu o 

W= 2>I2 ^22 O 

OOO 

y las deformaciones principales se obtendrán como: 

£ (l) ’ £ (2) = 2 (^11 + ^ 22 )— \/( £ l 1 ~ ^ 22 ) + Xl2 . 

Sustituyendo a , í 22 = ¿y y y 12 = 2s c -(e a + s b ) de 

la solución del problema anterior se tiene: 

£ m > £ (i) = 2 |fe + £ b) ± A/fe - í ) 2 + fe - fe fefe fe + fe. 

de donde se llega a: 

„ „ _ ^+ £ „ ^ ífefefefefeF 

6 (i)’ ¿ (2) - 0 0 





Capítulo 4 
Leyes de conservación y 
principio de los trabajos 

virtuales 


Las leyes de conservación permiten establecer que una cantidad física en 
un medio continuo se conserva en el tiempo, independientemente del 
comportamiento del material del cual está compuesto y del orden de 
magnitud de sus deformaciones. A continuación se describen las leyes 
de conservación de magnitudes como la masa, la cantidad de movimiento 
o momentum lineal 4 5 , el momento de la cantidad de movimiento o 
momentum angular 3 y la energía. Asimismo, al final de este capítulo se 
presenta brevemente el principio de los trabajos virtuales el cual permite 
establecer el equilibrio de un cuerpo a partir del trabajo intemo y externo 
asociado a una variación del desplazamiento (Timoshenko & Young 
1965; Lanczos 1970; Spencer 1990; Oñate 1995; Popov 1998; Mase & 
Mase 1999; Oliver & Agelet 2002; Shabana 2008). 


4.1. Derivadas temporales 


Una propiedad física o cinemática puede expresarse en función de sus 
coordenadas materiales X o en términos de sus coordenadas espaciales x. 


4 En Mecánica clásica, cantidad de movimiento es la traducción del vocablo inglés 
linear momentum. 

5 El momento de la cantidad de movimiento es la traducción del vocablo inglés 
angular momentum. 



Elementos de la mecánica del medio continuo para cuerpos sólidos. Volumen 1 


172 


Sea Y (o en notación indicial ), una propiedad escalar, vectorial o 
tensorial específica, cuya descripción material es Y(X,r) y su descripción 
espacial corresponde a Y(x,í). A continuación se definen dos tipos de 
derivadas en el tiempo. 

• La derivada local corresponde a la variación de la propiedad con 
respecto al tiempo en un punto espacial, es decir en un punto fijo 
en el espacio. Si la propiedad está dada en descripción espacial, 
la derivada local se escribe de la forma: 

■ 'f _ ggM .... 

dt dt K ' 




La derivada material corresponde a la variación de la propiedad 
con respecto al tiempo en un punto material, es decir siguiendo 
una partícula específica. La derivada material de una propiedad 
se denota con el operador diferencial d¡dt . Si la propiedad está 
dada en descripción material, recordando que las coordenadas 
materiales X no cambian en el tiempo, la derivada material es 
igual a: 


cP¥ _ SY(X,í) 
dt dt 


(4.2) 


La derivada material de una propiedad expresada en descripción 
espacial, es decir que el punto de interés estará cambiando de posición en 
el espacio, requiere la aplicación de la regla de la cadena para derivadas 
parciales así: 

c W ll ...{x k {X l ,t),t) = d x ¥ [r .(x k ,t) dt | d x ¥ ll .{x k ,t)dx k {X l ,t) 
dt dt dt dx k dt 

La velocidad se define como la derivada de las ecuaciones de 
movimiento con respecto al tiempo de la forma v k = dx k ¡dt en notación 
indicial o v = dx/dt = x en notación compacta. El gradiente de un 
campo escalar, vectorial o tensorial corresponde a la derivada parcial del 
campo con respecto a las componentes del vector posición, por lo tanto 
<3Y dx i = VY. De acuerdo a lo anterior, se obtiene la siguiente expresión 
de la propiedad tensorial Y(x,t), la cual puede generalizarse para 
cualquier propiedad escalar, vectorial o tensorial de una partícula. 
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¿s>M = ggM + TM v>fM 


(4.4) 


El segundo término del lado derecho de la igualdad anterior que 
corresponde con la diferencia entre la derivada material y la derivada 
local de una propiedad se denomina derivada convectiva y está definida 
como: 


í \ v 7««7 \ d*¥(x,t) 5T(x,í) 

y(x,í)-VY(x ) f)= ^ 

dt ot 


(4.5) 


Observación. Cuando la velocidad es nula se observa que las 
derivadas material y espacicd coinciden. El término convección 
está relacionado con fenómenos de transporte de masa o de 
partículas. 


4.2. Derivada temporal material de una 
integral de volumen 


Se define a ^(x,í) como un campo escalar, vectorial o tensorial, que 
representa una cantidad física O(7) por unidad de masa asociada a una 
partícula ubicada en la posición x y en un instante de tiempo t. La 
cantidad 0(7) contenida en un volumen arbitrario V en un instante de 
tiempo t, es igual a la integral de la cantidad por unidad de volumen p(f >, 
es decir: 

®(t) = [p<f>{x,t)dV 

V 


La derivada temporal de la cantidad física 0(7) está definida como: 


Ó(7) = lim 

Ar->0 


0(7 + At) — 0(7) 
A 7 


(4.7) 


Si el volumen arbitrario corresponde a un volumen de control V, la 
derivada temporal de 0(7) se denomina derivada local de la integral de 
volumen y se define como: 
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Sustituyendo la Ecuación (4.6) y la Ecuación (4.7) se tiene que: 
1 


0(7) = lim 

Af^O A t 


| p<f(x,t + A t)dV - 1 pif>(x,t)dV 

V V 

1 ó 

= í lim — \ptf(x,t + Át)- ptf>(x,t)\dV = f— [ptf)(x,t)]dV 

J Ar-»o A t J Qf 


A t —> o A t 

V V ■ 

Igualando la expresión anterior con la Ecuación (4.8) se establece que: 
d r , tdp<¡) 


dt 


\ptdV = \ P *-dV 


(4.9) 


Si el volumen arbitrario indicado en la Ecuación (4.6) es un volumen 
material V t en el instante t, la derivada temporal de O(f) se denomina 
derivada material de la integral de volumen y se define como: 


á>(t)=^\p<f>{x,t)dV 


(4.10) 


La cantidad física en los instantes t y t + At corresponden a integrales 
de ptj) en volúmenes diferentes: 


O (t) = j p</(x,t)dV t , 0(f + At) = ^ p<fi(x,t + At)dV r+At (4 


11 ) 


Dado que el diferencial de volumen en el instante í y en t + At es 
igual a dV t = detF(X,t)¿/V 0 y dV t Aí = det F(X, í + Al )dV í) , 
respectivamente como lo indica la Ecuación (3.122), la ecuación anterior 
se puede escribir como: 

O(t) = J /7^(x(X,t),t)detF(X,í)r/V 0 = J /7^(X,t)detF(X,t)r/V 0 

v 0 V 0 

0(7 + At) = J p<f>(x(X,t + A t),t + At)detF(X,7 + A t)dV 0 

Vo 

= J p<f>(X,t + Ar)detF(X,7 + A t)dV 0 

v 0 

Sustituyendo los resultados anteriores en la Ecuación (4.7) se obtiene: 

J p<j)(X,t + Aí)detF(X,t + A t)dV Q - 
Ó(0 = lim — V ° 

A '^° A t - J p ( ¡) (x,/)detF(X, t)dV 0 


donde el volumen de integración es ahora el mismo y por lo tanto, 
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4>(0 = J lim 1 \ptf> (X, t + Ai)det F(X, t + At) - p</> (X, t )det F(X, t)]dV 0 

V 0 M ^° At 

r J 

Ó(0 = í! [p^(X,í)detF(X,í)]jV 0 = [ \p<f{x,t)detF(x,t)\dV 0 

í 8t í dt 

= j í^iet F ^ [p(f>\ + p(j> ^ [det F ]j dV 0 


Se puede demostrar que ¿/[detF] di = (detF )(V • v) y en 
consecuencia, la expresión anterior se reduce a: 


Ó(i) = í detF ^ \pcj)\ + p^(detF Xv • y) 
J dt 


dV n 


Finalmente recordando que dV t = detF¿/V 0 , se concluye que la 
derivada material de la integral de volumen es igual a: 


í¿f pHv =![í M+p * v 


dV 


(4.12) 


Sustituyendo la Ecuación (4.4) en la expresión anterior se obtiene: 


d 

dt 


J P^dV = jj ^(p<p)+V • (ptfiy) 


dV 


(4.13) 


El término entre paréntesis del lado derecho de la ecuación anterior se 
puede expresar como: 


|r(^)+V-(/7^v)=^^ + /7^ + ^V-(/7v) + /7v-V^ 


= Á %° +V-(pv)] + p| L J + v-V^ 


dtp 


dt 


dt 


(4.14) 


donde el primer término entre paréntesis a la derecha de la igualdad es 
el resultado de aplicar la Ecuación (4.4) al campo <j >. En cambio, el 
segundo paréntesis está definido por el principio de conservación de la 
masa, el cual se explicará en el siguiente apartado. De acuerdo a lo 
anterior se cumple que: 


d(p 

dt 


d(¡) 

dt 


+ v • 


dp +v-{p\) = 0 

dt v ’ 


(4.15) 
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Sustituyendo el resultado en la Ecuación (4.14), se concluye que: 


U p * dV =[ p í dV 


(4.16) 


4.3. Conservación de la masa 


El principio ele la conservación de la masa establece que la cantidad de 
materia o masa de un cuerpo permanece constante durante su 
deformación o movimiento. 


4.3.1. Descripción material 


Recordando que la densidad es igual a la masa por unidad de volumen, es 
decir p = dm/dV , se indica que la densidad de un punto material en la 
configuración de referencia p 0 = /?(X,0) y la densidad en la 
configuración actual p t = p(X,t) corresponden a: 


Po = 


dm 

dVo 


dm 



(4.17) 


Reemplazando la Ecuación (3.122) en la expresión anterior se tiene 
que: 


dV, 

dV 0 


A) = detF 
P, 


(4.18) 


El principio de la conservación de la masa para cada partícula de un 
cuerpo material de volumen V 0 establece que: 


Po (x) = P, (x)det F(X, t ) VXeV 0 (4.19) 


4.3.2. Descripción espacial 

Para un instante de tiempo t, la masa contenida en un volumen material 
V, está dada en función de la descripción espacial de la densidad p(x,t) 
de la forma: 
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jp(x,t)dV (420) 

V, 

De acuerdo con el principio de la conservación de la masa, la 
variación de esta última con respecto al tiempo debe ser nula, en otras 
palabras, la derivada material de la integral anterior es igual a cero como 
se indica a continuación: 


d_ 

clt 


| p(x,t)dV =0 

v, 


(4.21) 


Aplicando la Ecuación (4.13) a un campo (j){x,t) = 1, se obtiene la 
forma global del principio de la conservación de la masa en descripción 
espacial como: 




(4.22) 


De igual manera, la expresión anterior es válida para una porción de 
volumen del cuerpo material, la cual puede ser tan pequeña que tienda a 
cero. En consecuencia, el resultado de integrar la expresión anterior en 
un volumen AV —>0 es: 


— + V • (p v) = 0 Vx e V 
dt X J 


(4.23) 


Tal expresión corresponde a la forma local del principio de la 
conservación de la masa en descripción espacial o ecuación de 
continuidad. 


4.4. Conservación de la cantidad de 
movimiento 


El vector denominado cantidad de movimiento de un volumen 
infinitesimal dV está definido como el producto entre su masa dm = pdV 
y su velocidad v, de la forma dtp = p\dV . Por lo tanto la cantidad de 
movimiento de un cuerpo material de volumen V y masa m será igual a: 

p =m\ = J pvdV 


(4.24) 
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De acuerdo con la segunda ley de Newton la fuerza aplicada sobre 
cuerpo es igual a f = ma, siendo a la aceleración definida en la Ecuación 
(3.7) como la derivada material en el tiempo de la velocidad cNidt. 
Recordando del principio de la conservación de la masa que dmldt = 0, la 
fuerza f será igual a: 


f = ma = m 


dv 

dt 


— (mv) 

dr ' 


(4.25) 


Sustituyendo la cantidad de movimiento de la Ecuación (4.24) en la 
Ecuación (4.25), se obtiene: 


f = 


dp 

dt 



(4.26) 


La ecuación anterior indica que la fuerza resultante sobre un cuerpo es 
igual a la derivada material en el tiempo de su cantidad de movimiento. 
Tal expresión se define como el principio de la cantidad de movimiento. 

Sea un cuerpo sobre el cual actúan las fuerzas de superficie 
t* distribuidas en su contomo dV y las fuerzas de cuerpo pb distribuidas 
en su volumen V, como lo indica la Ecuación (2.21) la fuerza resultante es 
igual a: 

f = 11 *dS + J pbdV (4 27) 

8V V 


por lo tanto, 


d 

dt 


| pvdV = | VdS + J pfodV 

V SV V 


(4.28) 


Siendo la fuerza de superficie t* igual al vector tracción t (,i) = n • <j y 
aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie de tal 
forma que í n • crdS = [ V -adV , la ecuación anterior será igual a: 

J dV J V 

< *-jp\dV = J(V-o- + /*>)dE (4.29) 


Aplicando la Ecuación (4.16) a un campo (/> = \, la derivada material 
de la integral de volumen indicada en el término a la izquierda de la 
ecuación anterior será igual a: 


d_ 

dt 


\pvdV = \ 



dV = 



V 


(4.30) 
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donde v corresponde al campo de la aceleración. En consecuencia, 
la forma global del principio de conservación de la cantidad de 
movimiento se expresa de la forma: 

|(V -C7 + pb - p\)dV = 0 (431 ) 

v 

De igual manera, la expresión anterior es válida para una porción de 
volumen del cuerpo material, la cual puede ser tan pequeña que tienda a 
cero. Por lo tanto el resultado en notación compacta de integrar la 
expresión anterior en un volumen AV —>0 es: 

V-cr + yOb-/7V = 0 VxeVJ (4.32) 


y en notación indicial corresponde a: 
d cr.. 

— y + pbj - pvj = 0 Vx ; e V, (4.33) 

Tal expresión corresponde a la forma local del principio de 
conservación de la cantidad de movimiento en descripción espacial o 
ecuación de Cauchy. 

Cuando el campo de la velocidad es constante en el tiempo, es decir 
v = 0, la expresión anterior se reduce a la Ecuación (2.29) o ecuación de 
equilibrio de la forma: 


Vcr + /7 b = 0 Vxel/ 


(4.34) 


4.5. Conservación del momento de la 
cantidad de movimiento 

El vector denominado momento de la cantidad de movimiento o 
momentum angular en una partícula está definido como el producto 
vectorial entre su posición x y su cantidad de movimiento dtp = p\dV . 
Por lo tanto el momento alrededor de O de la cantidad de movimiento de 
un cuerpo material de volumen V y masa m será igual a: 

x x mv = í x x pvdV 


(4.35) 
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De acuerdo con la segunda ley de Newton el momento aplicado sobre 
el cuerpo es igual a x x ma. Sustituyendo la aceleración por v y 
recordando del principio de la conservación de la masa que dmidt = 0, se 
tiene que: 


dv 

x x ma = x x m — 
dt 


d 

dt 


(x x mv) 


(4.36) 


Reemplazando la cantidad de movimiento de la Ecuación (4.24) en la 
Ecuación (4.25) se obtiene: 


x x 772 a 


d 

dt 


J x x p\dV 

V 


(4.37) 


La ecuación anterior indica que el momento resultante sobre un 
cuerpo es igual a la derivada material en el tiempo del momento de su 
cantidad de movimiento. Tal expresión se define como el principio del 
momento de la cantidad de movimiento. 

Sea un cuerpo sobre el cual actúan las fuerzas de superficie 
t* distribuidas en su contomo dV y las fuerzas de cuerpo pb distribuidas 
en su volumen V, el momento resultante es igual a: 

x x 772a = í x x t *dS + í x x pfodV 

ev , í , (4.38) 

V V 

producidcporfuerzas desuperficie producidoporfuerzas decuerpo 


Por lo tanto la derivada temporal del momento en notación compacta 
y en notación indicial son: 


d 

dt 


| x x pvdV = J x x 

V sv 


t*dS + J x x pbdV 

V 


(4.39) 


4 J PPj P n X r V , dV = I Pj P M dS +1 PPj Pq X pK dV (4.40) 

al V dV V 

Considerando que el punto O está ubicado en el origen del sistema 
coordenado de vectores base e, y que t* = = n ,cr.., la ecuación resulta 
de la forma: 

4 J PPjpn X p V , dV = I P j pq X p n r (T r qdS + J PP Jpq X p b q dV (4.41) 

al v dv V 

Aplicando de nuevo el teorema de la divergencia al tensor de tercer 
orden x p cr rq , la integral de superficie del primer término a la derecha de 
la ecuación anterior se transforma en una integral de volumen de la 
forma: 
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í P jpq x p n r c> rq dS = j p jpq — (x p cr rq )dV 

ñV V OX„ 


(4.42) 


Sustituyendo el resultado anterior en la Ecuación (4.41) se tiene una 
ecuación de equilibrio sobre un volumen V de la forma: 


PPin^ p VMV = p 


dV=j, 


j Pq ia ( x p°r^+px p b q \dV (4.43) 


Aplicando la Ecuación (4.16) a un campo ^ = xxv, la derivada 
material de la integral de volumen indicada en el término a la izquierda en 
la ecuación anterior será igual a: 


J P 'Pjprpp V q dv = J PPM d ,. (*aW 


(4.44) 


Por lo tanto, 


JP< i ^ ‘(v 7 J + px p b q - P d lt (xpjrdv = 0 


(4.45) 


La expresión anterior se denomina forma global del principio de 
conservación del momento de la cantidad de movimiento. 

De igual manera, la expresión anterior es válida para una porción de 
volumen del cuerpo material, la cual puede ser tan pequeña que tienda a 
cero. Por lo tanto el resultado de integrar la expresión anterior en un 
volumen AV —>0 es: 

PjpJ^Qx (-S f7 J+ P x pK - pfí-vüj = 0 \fx p e E, (4.46) 

El primero y el último término entre paréntesis de la ecuación previa 
corresponden a: 


b pr (7 rq + x p 


(-vJ= 


(4.47) 


= P x p m + P V r V <! 


Siendo S er = a pq y sustituyendo los resultados anteriores en la 
Ecuación (4.46) se obtiene: 


Pjpf a Pq + x P 


<3cr dv a \ 

- - + job - p—- - p\>v > = 0 

fíx H q H dt ) H p q í 


(4.48) 
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Recordando que el producto vectorial v x v = P jpq v p v e ■ = 0 y que la 
forma local del principio de conservación de la cantidad de movimiento 
es igual a: 

Ser dv a 

g +pb -p q =0 (4.49) 

ox r dt 

La Ecuación (4.48) se reduce a: 

p a =0 —> a = a (4 'SO') 

r jpq pq pq qp 

Esta última expresión se denomina forma local del principio de 
conservación del momento de la cantidad de movimiento y establece la 
simetría del tensor de esfuerzos. 


4.6. Conservación de la energía 


El principio de conservación de la energía establece que la derivada 
material en el tiempo de la suma entre la energía cinética y la energía 
interna es igual a la potencia mecánica asociada a las fuerzas músicas y 
de superficie, más la derivada material en el tiempo de otras energías que 
entran o permanecen en el cuerpo. Las demás energías se originan por 
fenómenos térmicos, eléctricos, magnéticos o químicos que puedan actuar 
sobre el cuerpo. Siendo la energía una cantidad escalar, el principio de la 
conservación de la energía se puede plantear mediante la siguiente 
expresión: 

—(K + u)=K + Ú=P + Q (4.51) 

dt 

donde K es la energía cinética, U es la energía intema, P es la potencia 
mecánica y Q es la derivada temporal material de las otras energías. 

La energía cinética K de un cuerpo material que ocupa un volumen V 
corresponde a la generalización en el medio continuo de la expresión 
discreta escalar (mv 2 , donde v= v|. Se define la energía cinética en 
notación compacta e indicial de la forma: 
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K = J j py ■ \clV 

V 

K = { ' 2 Pv,v,dV 


(4.52) 


siendo p la densidad y v el campo de la velocidad en un punto 
material contenido en el cuerpo. De acuerdo con la Ecuación (4.16), la 
derivada material en el tiempo de la energía cinética es igual a: 


k = 


|p pv . vrf y = j. p |( v .vyv 


(4.53) 


dado que d{\■ v)dt = 2 v•v, la expresión anterior en notación 
compacta e indicial se reduce a: 

K = J/?v •\dV 

. \ (4.54) 

K = \ pv,v, dV 

V 


La energía interna U del cuerpo es igual a la integral en el volumen V 
de la energía interna por unidad de volumen pu . Por lo tanto la energía 
intema se puede expresar como: 


U = J pudV 

V 


(4.55) 


El escalar u se denomina energía interna específica o densidad de 
energía y corresponde a la energía interna por unidad de masa. 

La derivada material en el tiempo de la energía interna se obtiene 
aplicado la Ecuación (4.16) de la forma: 


Ú = 



(4.56) 


siendo ú la derivada temporal material de la densidad de energía. 

La potencia mecánica P se define como la variación en el tiempo o 
tasa del trabajo realizado por las fuerzas másicas ph y por las fuerzas de 
superficie t* actuantes en el cuerpo material, es decir: 

P = JV • \dS + J /?b • \dV £4 

dV V 


La fuerza de superficie es igual a un vector tracción actuando sobre el 
contorno del cuerpo, es decir t* = t (,I) = n • cr . Aplicando el teorema de 
la divergencia, la integral de superficie de la ecuación anterior 
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L 

ion 


n • (a ■ \)dS se puede expresar como una integral de volumen de la 
orma J V (a ■ v)dV . En consecuencia la potencia mecánica será igual 


a: 


P = j*[v -(c- v)+ /?b- y\lV = j[(V-cr)-v + (v® V): cr + pb- \]dV 


P = í 


£-<fT,y,) + eb,y, 


d dcr a dv. 

dV = \\ - v ; + - ' cr, ;/ + pb ¡V¡ 


dX : 


dX : 


(4.58) 


dV 


La energía cinética, la energía interna y la potencia mecánica de las 
expresiones (4.54), (4.56) y (4.58) respectivamente, se sustituyen en la 
Ecuación (4.51) obteniendo: 


J pv¡v¡ dV + 1 púdV = | 

V V V 


dx : 


V, 


dv, 

dx 


L a ij + pb i v i 


dV + Q 


(4.59) 


Reordenando los términos se puede escribir que: 


-I 




TX z f 

• dv¿ 

pv¡ 

v¡dV + J 

V 

pu ~^‘ 


dV = Q 


(4.60) 


La primera integral del lado izquierdo de la ecuación anterior es igual 
a cero de acuerdo con el principio de conservación de la cantidad de 
movimiento. En consecuencia: 



dv¡ 

dx ^ 

ux i j 


dV = Q 


J (pú -(v ® V): cr)dV = Q 

v 


(4.61) 


El tensor de segundo orden obtenido del producto diádicov®V se 
puede escribir como la suma entre su parte simétrica y su parte 
antisimétrica, así: 


v®V=(( v ® v + v ® v ) + '( v ® v_v ® v ) 


dx .. 


dv L+ dV i 
\dxj dx, j 


1 

4 - - 
2 


í 


dv_ L 

K 8X J 


d Vy 
dx, 


(4.62) 


Como se presenta en la siguiente ecuación, el primer término a la 
derecha de la igualdad anterior se denomina gradiente simétrico de v y se 
indica como: D = V'v . En cambio el segundo término corresponde al 
gradiente antisimétrico de v denotado como W = V fl v. 
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D = V'v = i(v 0 V + V ® v) w = V fl v = ±-(v 0 V - V ® v) 


dv- 

dv¡^ 

1 

dv- 

dv ¡ ^ 

l 

+ 1 

W„ = 

l 

___ J 

y dX j 

dx t J 

y 2 

K dX > 

dx tj 


(4.63) 


Siendo simétrico el tensor de esfuerzos, el producto doblemente 
contraído (v®V):cr es igual al producto (V®v):cr y en consecuencia 
W: cr = 0. El segundo término a la izquierda de la igualdad (4.61) que 
representa el trabajo realizado por el esfuerzo, será igual a: 


(v®V): cr = D: cr + W: cr = D: cr = <x: D (4.64) 


Sustituyendo el resultado anterior en la Ecuación (4.61) se obtiene la 
forma global de la ecuación de conservación de la energía , presentada en 
notación compacta e indicial como: 


J (pú-cr : T>)dV = Q 

V 

\(pú-ViPiMv = Q 


(4.65) 


Despreciando la energía producida por otros tipos de fenómenos, es 
decir suponiendo que Q = 0, la expresión anterior se reduce a: 


J (pú- cr : D )dV = 0 

y 

\(pú-<?, J D, J )dV = 0 


(4.66) 


y se denomina la forma global de la ecuación de conservación de la 
energía mecánica. 

De igual manera, la expresión anterior es válida para una porción de 
volumen del cuerpo material, la cual puede ser tan pequeña que tienda a 
cero. Por lo tanto, el resultado de integrar la expresión anterior en un 
volumen AV —>0 es: 


pú- a: D = 0 

pú-(jjjDjj = 0 


(4.67) 


La expresión anterior corresponde a la forma local de la ecuación de 
conservación de la energía mecánica, la cual establece que la tasa de 
energía interna por unidad de volumen es igual a la tasa del trabajo hecho 
por el esfuerzo, es decir pú= a : D. 
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El tensor gradiente simétrico de la velocidad puede escribirse en 
función de la derivada temporal del campo del desplazamiento de la 
forma D = V 'v = V'ú . 

Considerando que los desplazamientos y las deformaciones son 
pequeñas como lo establece la teoría de deformación infinitesimal, el 
gradiente simétrico ú es igual a la derivada temporal material del tensor 
de deformación infinitesimal, es decir: 

D = V s ú= f(ú0V + V0ú) = ¿ (4.68) 

Reemplazando el resultado anterior en la Ecuación (4.67) se tiene que: 

pü=<j:s (4.69) 

Sustituyendo las Ecuaciones (4.57), (4.67) y (4.53) en la Ecuación 
(4.51) y considerando que v = 0 y Q = 0, se obtiene: 

jcr: Dí/E = Jt* • vr/S + J/?b-Ví/E (4 70) 

V SV V 

Tal ecuación es matemáticamente similar al principio de los trabajos 
virtuales. 


4.7. Principio de los trabajos virtuales 


El principio de los trabajos virtuales es el primer principio variacional 
aplicable a la mecánica del medio continuo y el análisis estructural. 

La posición de todas las partículas de un cuerpo material en un 
instante de tiempo se denomina configuración. Se definen como 
configuraciones admisibles al conjunto de configuraciones que satisfacen 
las condiciones de borde cinemáticas de un cuerpo. De todas las 
configuraciones admisibles, solo una de ellas, denominada configuración 
verdadera, responde a la condición de equilibrio de un cuerpo sometido a 
fuerzas reales. 

Las configuraciones admisibles están restringidas a la vecindad de la 
configuración verdadera, por lo tanto se obtienen de variaciones 
infinitesimales o simplemente variaciones de dicha configuración. 

Las variaciones dadas por las configuraciones admisibles que además 
cumplen con las condiciones de equilibrio en un cuerpo material se 
denominan desplazamientos virtuales. Tales desplazamientos 
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corresponden a valores arbitrarios mientras actúan valores fijos de las 
fuerzas reales en el cuerpo. 

El trabajo realizado por las fuerzas reales durante un desplazamiento 
virtual en la configuración real se denomina trabajo virtual hecho por las 
fuerzas reales y se define como: 

m = f da (4.71) 

donde f es el vector fuerza constante real y óu corresponde al vector 
desplazamiento virtual. 

En cuerpos deformables, el trabajo virtual hecho por las fuerzas reales 
se puede dividir en dos partes: el trabajo virtual hecho por las fuerzas 
intemas SW¡ denominado trabajo virtual interno y el trabajo virtual 
realizado por las fuerzas extemas SW E llamado trabajo virtual externo. 

Sea un cuerpo de volumen V y de superficie de contorno dV , sujeto a 
las fuerzas de cuerpo pb por unidad de volumen y a las fuerzas de 
superficie t* por unidad de área aplicadas sobre el contorno r, <z dV . 
Las condiciones de borde sobre el cuerpo corresponden a valores 
conocidos del desplazamiento real u = u’ en los puntos materiales que 
hacen parte de un contorno definido r„ c= dV . 

El campo del desplazamiento virtual <5u(x), definido como una 
variación del desplazamiento, corresponde a una función cualquiera que 
cumple con la condición de borde de la forma: 

<Si(x) = 0 Vxe r„ (4.72) 

El trabajo virtual externo, es decir, aquel realizado por las fuerzas 
reales externas pb y t* mientras se presenta un desplazamiento 
virtual da es igual a: 

SW E = Jt* • dadS + Jpb • dadV (4 73) 

r, v 

En respuesta a la aplicación de las cargas externas, el cuerpo 
desarrolla acciones internas representadas por los esfuerzos. Tales 
esfuerzos también realizan un trabajo cuando se da un desplazamiento 
virtual del cuerpo. 

Como se indicó en el apartado anterior, la tasa del trabajo hecho por el 
esfuerzo asociado a desplazamientos reales por unidad de volumen es 
igual a la tasa de la densidad de energía interna, es decir pú=a:V s ú. 
De manera análoga, el trabajo virtual interno por unidad de volumen es 
igual al trabajo realizado por el esfuerzo asociado a desplazamientos 
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virtuales por unidad de volumen, es decir <j : V' 5 <5u. Por lo tanto el 
trabajo virtual interno almacenado en el cuerpo está definido como: 


SW, = Jct : V'SadV 

V 


(4.74) 


El principio ele los trabajos virtuales establece que un cuerpo está en 
equilibrio si y solo si, el trabajo virtual realizado por todas las acciones 
intemas y extemas es nulo, es decir, SW = -SW E + SW¡ = 0. 
Sustituyendo las expresiones (4.73) y (4.74) en la expresión anterior se 
obtiene la ecuación del principio de los trabajos virtuales de la forma: 

^<j\V s áxdV = ■ áidS+ ^pfo-áidV (4 75) 

v r, v 

la cual es válida para todo campo de desplazamientos virtuales que 
cumpla con las condiciones de borde cinemáticas, es decir 
¿Xi(x) = 0 Vx e r . 


Observación. La ecuación del principio de los trabajos virtuales 
es independiente de la ecuación constitutiva del material y de la 
teoría de deformación o cinemática utilizada, lo cual le 
proporciona validez general en la mecánica del medio continuo. 


Observación. Para obtener de forma rigurosa la ecuación del 
principio de los trabajos virtuales es necesario aplicar algunos 
elementos del cálculo de variaciones básicos en la definición de 
todo principio variacional (Lanczos 1970). 


Si ahora se incluye el trabajo realizado por las fuerzas inerciales con 
aceleración a, como parte del trabajo virtual externo se tiene que: 

J cr : V'cw JL = jV • SadS + j> • SadV - 1 pa ■ SadV 

V r, v v (4.76) 

c«(x) = 0 Vx e r„ 


La expresión anterior se aplica a problemas dinámicos y se denomina 
principio de d’Alembert. 

Las componentes con respecto a la base e ; del tensor de segundo 
orden resultante del gradiente simétrico del desplazamiento virtual se 
presentan en notación indicial como: 


V s Sa 


dSit; dóu 


K dX J 


dX; 


e. 

i J 


(4.77) 
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En cambio, las componentes de dicho tensor se representan en 
notación de Voigt mediante una matriz columna de la forma: 



8Su l /8x l 
8Su 2 Jdx 2 
c Su-, /8x 3 

8Su 2 /dx 3 + 8Su 3 /8x 2 
GSu l ¡dx 3 + dSu 3 ¡dx\ 
8Su x /dx 2 + ddu 2 ¡8x x 


= i 5 ] W 


8/8x x 0 

0 d/dx 2 
0 0 
0 8/8x 3 

8/8x 3 0 

d/dx 2 8/8x x 


0 

0 

8/8x 3 
8/8x 2 
8/8x x 

0 


Su | 
Su 2 
Su 3 


(4.78) 


donde los tres últimos términos están multiplicados por 2, con el fin 
de asegurar la equivalencia entre la operación tensorial cr: V'óu y la 
operación matricial {<r} r [<3] {c*i}, como se explicó en el Apartado 1.6.8. 

Por lo tanto, la Ecuación (4.75) se puede expresar en notación de 
Voigt de la forma: 


| {cr} T [c] {áx)dV = J {t* } r ¡íXi}í7S' + J p{ b} r {Sa]dV 

v r, v 

siendo, 

i<Tj = [cTii o 22 cr 33 cr 23 cr 13 cr ] 2 ] 7 

fr}=k <1 ti 

{b}=[6, b, bj 
{óú} = [ái, Su 2 Su 3 J 


(4.79) 


(4.80) 




Capítulo 5 
Modelo constitutivo de un 
material elástico lineal 


En los capítulos anteriores se ha descrito de forma independiente el 
campo de los esfuerzos y de las deformaciones de un cuerpo. En este 
capítulo se relacionan tales entidades mecánicas del material a través de 
los modelos constitutivos, considerando específicamente un 
comportamiento lineal y elástico del material (Lubliner 1990; Lemaitre 
1992; Maugin 1992; Simó & Hughes 1998; Runesson 1999; Holzapfel 
2000; William 2002; Kachanov 2004; Kojic & Bathe 2005). 

El primer apartado indica brevemente las características generales de 
los modelos constitutivos y su clasificación actual según algunos autores 
(Runesson, Ottosen et al. 1991; William 2002). Las siguientes secciones 
describen en detalle el modelo constitutivo para materiales elásticos 
lineales isótropos, definido por la generalización de la ley de Hooke. 

Al final del capítulo se presenta la relación entre el campo de los 
esfuerzos y el campo de las deformaciones para el estado plano de 
esfuerzos y el estado plano de deformaciones, obtenida como una 
simplificación del problema tridimensional. 


5.1. Modelos constitutivos 


El comportamiento mecánico real de los materiales es bastante complejo, 
sin embargo es posible establecer la relación entre el esfuerzo y la 
deformación durante el proceso de carga mediante modelos matemáticos 
denominados modelos constitutivos. La aplicación de dichos modelos 
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depende del orden de magnitud de la deformación y de las características 
mecánicas del material, entre otras. 

Los modelos constitutivos describen el comportamiento de un 
material bajo diferentes acciones, principalmente mecánicas. La 
respuesta mecánica de los materiales está expresada en términos del 
esfuerzo, la deformación y las variables internas. Estas últimas 
describen el efecto de la historia de carga sobre las propiedades actuales. 

En general los modelos constitutivos están formados por la ecuación 
constitutiva, el criterio de fluencia o de fractura, las leyes de evolución y 
las condiciones de carga y descarga. 

La ecuación constitutiva es la expresión que define al esfuerzo (o el 
incremento del esfuerzo) en función de la deformación (o del incremento 
de la deformación), en un instante de tiempo y para todo punto material. 

El criterio ele fluencia o ele fractura establece la condición límite para 
la cual el estado de esfuerzos o de deformaciones de una partícula 
describe un comportamiento elástico. Para los materiales dúctiles tal 
condición se denomina criterio ele fluencia y para materiales frágiles se 
llama criterio ele fractura. 

Las leyes ele evolución son expresiones que definen la historia en el 
tiempo de las variables internas del modelo constitutivo. Como su 
nombre lo indica, las condiciones de carga y descarga establecen cuando 
un punto material se encuentra en régimen de carga o descarga. 

A pesar de la diversidad en la representación del comportamiento 
mecánico de un material, a continuación se indican algunas características 
indispensables de todo modelo constitutivo: 

• Homogeneidad dimensional. La dimensión de cada uno de los 
términos de la relación constitutiva debe ser la misma. 

• Sistema coorelenaelo indiferente. Aunque se pueda expresar con 
respecto a un sistema coordenado específico, las relaciones 
constitutivas son independientes del sistema coordenado escogido. 

• Objetividad material. Las relaciones constitutivas no cambian 
con respecto a la traslación y rotación del marco de referencia. 
Por ejemplo, el movimiento de sólido rígido no afecta su estado de 
esfuerzos. 

Históricamente los modelos constitutivos se han desarrollado ausentes 
de un criterio unificado; en la actualidad es posible clasificarlos de 
acuerdo con su metodología de aproximación y su formulación 
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matemática. Según el método de aproximación utilizado, los modelos 
constitutivos se pueden catalogar como: 

• Metodología de aproximación micromecánica. La relación 

constitutiva se deriva del comportamiento micromecánico o 
microestructural del material. Asimismo, el modelo 

macroscópico asociado se obtiene a través de métodos que 
muestran el comportamiento promedio como la teoría de mezclas 
o las técnicas de homogenización (Truesdell & Toupin 1960; Oller 
2003). Está metodología ha permitido estudiar el 

comportamiento de estructuras de materiales compuestos como el 
concreto reforzado y la mampostería estructural (Vecchio & 
Collins 1986; Feenstra & de Borst 1995; Pietruszczak & Winnicki 
2003; Linero, Oliver et al. 2007). En algunos casos se puede 
aprovechar la periodicidad de la microestructura de un material 
para reducir el problema al análisis del comportamiento de una 
celda unitaria (Bóhm 2000). 

• Metodología de aproximación fenomenológica. El modelo 
macroscópico se establece directamente de la observación del 
comportamiento del material en ensayos de laboratorio sencillos. 
La calibración del modelo se obtiene principalmente por 
comparación con los resultados experimentales o mediante 
predicciones micromecánicas. Los argumentos de la relación 
constitutiva son las variables observables como el esfuerzo, la 
deformación y la temperatura, y además las variables no 
observables necesarias para definir el modelo. Mediante la 
metodología de aproximación fenomenológica se definen entre 
otros, los modelos de daño y de plasticidad, los cuales predicen 
adecuadamente el comportamiento del concreto simple y del acero 
estructural (Kachanov 1986; Lubliner 1990; Lemaitre 1992; Simó 
& Hughes 1998; Luccioni 2003; Kachanov 2004). 

• Metodología de aproximación estadística. Los modelos 
estadísticos para describir el comportamiento del material son 
establecidos como funciones de respuesta para cargas y 
condiciones ambientales específicas. 

Los tipos de formulación matemática utilizados para obtener las 
relaciones constitutivas son los siguientes: 
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• El formato algebraico relaciona los tensores de esfuerzo y 
deformación mediante una expresión polinómica a = f(e ). Este 
formato está limitado a modelos constitutivos independientes del 
tiempo y de la historia de carga, como los sistemas elásticos 
lineales y no lineales sin histéresis. La relación constitutiva de un 
modelo elástico lineal está dada de la forma cr = C :s donde C es 
un tensor de cuarto orden denominado tensor constitutivo elástico 
y depende de las constantes elásticas del material. Con el mismo 
formato, la relación constitutiva de los modelos no lineales se 
puede escribir como cr = C sec : £ , siendo C sec el tensor 
constitutivo secante , el cual depende de constantes elásticas 
definidas por funciones no lineales. Otro formato algebraico 
aplicado al modelo de elasticidad de Cauchy establece que el 
estado de esfuerzos es una función tensorial de segundo orden (no 
lineal) del tensor de deformación de la forma cr = al-\- fie + Se 2 o 
cr = a\ + fie + Se 1 , siendo a,fi,S cantidades escalares. 

• El formato integral es una representación funcional donde las 
componentes del tensor de esfuerzo son el resultado de las 
derivadas parciales de un potencial Wie^) con respecto a las 
componentes de deformación, es decir cr = 8W¡de^ . 

• El formato diferencial establece una relación constitutiva tangente 
de la forma d<j = C tan : de , definida a partir de elementos 
diferenciales de esfuerzo dcr y de deformación de . Este 
formato permite almacenar las variables internas las cuales 
memorizan los cambios inelásticos de las propiedades materiales. 

Las metodologías de aproximación micromecánica y estadística, y los 
formatos integral y diferencial, al igual que los modelos constitutivos no 
lineales, están fuera del alcance de este libro. En los siguientes apartados 
se describe un modelo constitutivo de elasticidad linecd el cual está 
definido por la ley de Hooke generalizada. 

El modelo constitutivo define el estado de esfuerzos cr(X p ,ri") de una 
partícula P ubicada en la posición X p de la configuración de referencia y 
en un instante de tiempo t m . Sin embargo, existen modelos donde tal 
esfuerzo depende de las variables de estado en el instante anterior o de 
los puntos materiales en la vecindad de la partícula P. A continuación se 
indican dichos modelos: 
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• Los modelos independientes de su historia 6 son aquellos donde el 
estado de esfuerzos en un instante de tiempo específico depende 
exclusivamente del estado de deformaciones en el mismo instante. 
En cambio, los modelos dependientes de su historia o modelos 
con viscosidad 7 definen el estado de esfuerzos en función de las 
deformaciones en el mismo instante de tiempo y en los instantes 
anteriores. 

• En los modelos constitutivos locales el esfuerzo en un punto 
material depende exclusivamente del estado de deformaciones de 
dicho punto. A diferencia de los modelos constitutivos no 
locales, en los cuales el estado de esfuerzos en una partícula 
depende de la deformación en el mismo punto y en los puntos a su 
alrededor. 


5.2. Material elástico 


Elasticidad es la propiedad física de un sólido de regresar a su 
configuración de referencia después de retiradas las acciones impuestas 
sobre él, en otras palabras, no hay deformación en el sólido después de la 
descarga. Un material se denomina elástico si cumple con tal propiedad 
y además el tensor de esfuerzos es una función única del tensor de 
deformaciones, como lo indica la Figura 5.1(a)-(b). 





Figura 5.1. Relación uniaxial esfuerzo-deformación en carga y descarga: (a) 
material elástico lineal, (b) material elástico no lineal, (c) material inelástico. 


6 Los modelos constitutivos independientes de su historia corresponden al vocablo 
inglés rate-independent models. 

1 Los modelos constitutivos independientes de su historia corresponden al vocablo 
inglés rate-dependent models. 
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En cambio un material se define como inelástico si después de la 
descarga existe una deformación permanente de la forma indicada en la 
Figura 5.1(c). El proceso de carga y descarga es reversible en materiales 
elásticos y es irreversible en materiales inelásticos. 

Los modelos generales definidos por una relación constitutiva que 
representa el comportamiento del material elástico y por una medida de 
deformación que describe la cinemática del sólido, son los siguientes: 

• En el Modelo hipoelástico, la relación constitutiva del material no 
es lineal y no cumple las leyes de la termodinámica. Además se 
considera el campo de deformaciones infinitesimales como 
medida de deformación. 

• En el Modelo hiperelástico, la relación constitutiva del material no 
es lineal y se rige por las leyes de la termodinámica. Además se 
considera un campo no lineal de deformaciones como medida de 
deformación. 

• El Modelo Hookeano considera una relación constitutiva lineal del 
material y un campo de pequeñas deformaciones y grandes 
rotaciones del sólido. A pesar que el material es lineal, el 
problema mecánico no es lineal debido a las grandes rotaciones 
consideradas en el sólido. 

• El Modelo elástico linecd considera una relación constitutiva lineal 
del material y un campo de deformaciones infinitesimales del 
sólido. El problema mecánico es de carácter lineal. 

Observación. Es importante recordar que el tensor de 

deformación infinitesimal es una medida linecd de la deformación 

porque mantiene una relación estrictamente linecd con el tensor 

gradiente de desplazamiento. 

Como se indicó en el capítulo anterior, la forma local de la ecuación 
de conservación de la energía mecánica considerando la teoría de 
deformación infinitesimal corresponde a: 

pú= a : é , pú=a ij é ij (5.1) 

donde ú es la derivada temporal de la energía de deformación por 
unidad de masa. El tensor de esfuerzos es cr y la derivada temporal del 
tensor de deformaciones infinitesimales es s. 
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Para materiales elásticos la densidad de energía de deformación (por 
unidad de masa) es función exclusivamente del campo de las 
deformaciones, es decir u= u(s) , por lo tanto, su derivada con respecto al 
tiempo es igual a: 


du . 

U= - 

ds :: 


(5.2) 


Sustituyendo el resultado anterior en la Ecuación (5.1) se tiene que: 


&„= P 


du 
d £:: 


(5.3) 


Se define a la energía de deformación por unidad de volumen de la 
forma: 


ú= p 0 u 


(5.4) 


siendo p 0 la densidad del material en la configuración de referencia. 
De acuerdo con el principio de la conservación de la masa p 0 = pdct F r¡ , 
sin embargo al considerar que los gradientes de desplazamiento son 
pequeños con respecto a la unidad det F ¡¡ = 1 + du, 8X i = 1 y por lo tanto 
p Q = p . En consecuencia, las componentes del tensor de esfuerzos se 
puede expresar como: 


dü 


a¡j do. 


(5.5) 


Lo anterior establece la existencia de una función de energía de 
deformación por unidad de volumen «(¿v) cuyas derivadas con respecto a 
las componentes del tensor deformación infinitesimal son iguales a las 
componentes del tensor de esfuerzo. 


5.3. Material elástico lineal 


Para un material elástico linecd se establece que el campo tensorial de 
esfuerzos es una función lineal del campo de deformaciones. Asimismo, 
considera que los gradientes de desplazamiento son pequeños con 
respecto a la unidad, de tal forma que las medidas de deformación de 
Green y de Almansi coinciden con el tensor de deformación infinitesimal. 
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Para muchos problemas de ingeniería el modelo elástico lineal ofrece 
resultados satisfactorios, tal es el caso de estructuras bajo cargas de 
servicio con materiales como el concreto y el acero. 


5.3.1. Ecuación constitutiva de elasticidad lineal 


Aplicando el teorema de Taylor para tensores indicado en la Ecuación 
(3.19), la función energía de deformación por unidad de volumen 
alrededor de e ¡j = 0 se puede escribir de la forma: 


dü(0 ) 


l\£y)= w(0) + — —e M + - — £,,,£„„ + 


1 <3 2 m(0) 


de. 


2 d£, t ds 


' kl c ' pq 


kl wc, pq 


1 du( 0 ) 

+ £,,£ £ + 
y.d£ kl d£ pq d£ rs - " 


(5.6) 


Derivando la expresión anterior como se indica en la Ecuación (5.5), 
se tiene que las componentes del tensor de esfuerzo son iguales a: 


dü(0) d"ú(0) 1 5 3 ii(0) 

<Ty — - + Su + 

ds lJ d£ kl 2 d£ t] d£ kl d£ r 


+ ... 


(5.7) 


Despreciando los términos no lineales con respecto a £ kl y suponiendo 
que el tensor de esfuerzos es igual a cero cuando el estado de 
deformaciones es nulo, es decir, cr ; (0)= dü(0)/d£ ti = 0, se obtiene una 
relación tensorial lineal entre el esfuerzo y la deformación de la forma: 


cr, = 


d 2 ú(0) 


(5.8) 


donde la segunda derivada de u con respecto al tensor deformación 
evaluada en £.. =0 es un tensor de cuarto orden denominado tensor 

y 

constitutivo elástico y definido como: 


C. 


ijkl 


d 2 ú(0) 

dSijdSk, 


(5.9) 


Por lo tanto, se define la ecuación constitutiva de un material elástico 
lineal o ley de Hooke generalizada en notación indicial y compacta 
como: 


~ ('¡jíd'u 

<y = C.£ 


(5.10) 
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5.3.2. Tensor constitutivo elástico 


En un sistema coordenado definido por los vectores base e,, el tensor 
constitutivo elástico es igual a C = C ijkI e i ® e ; ® ® e, i, j,k,l = {1,2,3}, 

donde C ijkl corresponde 3 4 = 81 componentes del tensor, denominadas 
constantes elásticas del material. Sin embargo, debido a las siguientes 
características de simetría, algunas componentes del tensor son las 
mismas reduciendo el número de coeficientes diferentes. 

Siendo ú una función continua, su segunda derivada con respecto a la 
deformación puede escribirse como: 

d 2 ü(0 ) d 2 ü(0) 

-— =- - (5.11) 


y por lo tanto C ljkl = C kUj , lo cual demuestra la simetría menor del 
tensor constitutivo elástico. 

Dado que los tensores de esfuerzos y de deformaciones son simétricos 
se puede indicar que el tensor constitutivo elástico cuenta con simetría 
mayor, es decir: 

°ij ~ Cjjki s M , <Jji = Cj ikl £ kl —> C¡j kl = C : ¡kl 

_ r , _ r r _ r ( 5 - 12 ) 

cr y ijkríkl ’ Cr ¡7 ijlk £ lk '-'ijkl ijlk 


En consecuencia, de los 81 componentes del tensor C solamente 21 
son distintos. 

Sean s pq y cr„ las componentes de los tensores de deformación y de 
esfuerzo respectivamente con respecto al sistema coordenado de vectores 
base e, = M¡ e . La ecuación constitutiva elástica lineal se puede 
escribir de la forma: 


a =C e 

pq pqrs rs 


(5.13) 


donde C son las componentes del tensor C con respecto a los 
vectores base e ( ., es decir C = C e ® e ® e r ® e v . 

De acuerdo con la ley de transformación de componentes de tensores 
de segundo orden se tiene que: 


v pq = M pi M qj °ij 

£ kl = M rk M s i£ rs 


(5.14) 


Sustituyendo la Ecuación (5.10) y las expresiones anteriores en la 
Ecuación (5.13) se obtiene lo siguiente: 
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° pg = C pqrs £ rs = = M pi M qj C ijkt £ u 

® P q == M p¡ M q jC¡j k¡ M rk M sl £ rs = M pj M q jM rk M sl C ¡j kl s rs 


(5.15) 


Por lo tanto, las componentes del tensor constitutivo elástico C pqrs con 
respecto al sistema coordenado dado por los vectores base e, en función 
de las componentes C ijkl con respecto a los vectores base e ; es igual a: 

C pqrs = M pi M qj M rk M sl C ija (5.16) 


5.3.3. Ecuación constitutiva de elasticidad lineal en 
notación de Voigt 


Como se indicó en el Apartado 1.6.8, las componentes de un tensor 
simétrico de cuarto orden se pueden expresar mediante una matriz 
cuadrada tamaño 6. 

De acuerdo con la simetría de C y la ecuación constitutiva de 
elasticidad lineal cr = C ijkl s u , las componentes del tensor de esfuerzos 
corresponden a: 

= ^iji \£¡ i + C¡j 22 £ 22 + C¡j 22 £ í2 + 

+ 2C £ +2C £ +2 C £ (5-17) 

T 23 c 23 13 c 13 T z ''-'yl2 c 12 


El mismo resultado se obtiene de la operación matricial definida 
como: 

M = [C]M (5.18) 


recordando que los tensores de esfuerzos y de deformación se 
representan en notación de Voigt como matrices columna de la forma: 


O-} = [o-| 1 

^22 ^33 *-^23 

(J l3 


í*}=ki 

£ 22 £ 33 2£ 23 

2¿ - i3 



(5.19) 


y estableciendo que [c] es una matriz de 6 por 6 que contiene las 
componentes del tensor constitutivo elástico también en notación de 
Voigt, tal que: 
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CT, 


11 


<J 


22 


a 


33 


<J 


23 


CT, 


13 


( 7 , 


12 


c c c c c c 

'-'lili '-'1122 '“'l 133 '“'l 123 '“'l 113 '-'1112 

" Su " 

c c c c c 

'-'2222 '-'2233 ^2223 '“'2213 ^2212 

S 22 

c c c c 

'“'3333 '-'3323 '“'3313 '“'3312 

£33 

c c c 

'“'2323 '“'2313 ^2312 

2s 2i 

c c 

'-'1313 '-'1312 

2*13 

_ sim C 1212 _ 

_ 2 *12_ 


(5.20) 


5.4. Material elástico lineal isótropo 


En general un material es isótropo si sus propiedades son iguales para 
cualquier dirección o en otras palabras, tiene infinitos planos ortogonales 
de simetría. En cambio, un material es anisótropo si sus propiedades 
dependen de la dirección en la cual es medida y en consecuencia no 
tienen ningún plano ortogonal de simetría. El material ortótropo es aquel 
que cuenta con 2 o 3 planos ortogonales de simetría en los cuales las 
propiedades son independientes de la dirección. Si una placa o 
membrana tiene propiedades iguales en todas las direcciones contenidas 
en el plano de la misma, pero sus propiedades son diferentes en la 
dirección perpendicular a su plano, el material que la constituye se 
denomina isótropo transversal. 

5.4.1. Tensor constitutivo elástico y ecuación constitutiva 

Un material elástico lineal es isótropo si las componentes del tensor 
constitutivo elástico son las mismas para cualquier sistema coordenado de 
referencia, es decir C ijkl = C ijkl Ve,. . Tal característica establece que el 
tensor C de un material isótropo corresponde a un tensor de cuarto orden 
isótropo de la forma: 

C m = ¿V* + li8 ik 8 jt + / ,8„8 jk (5.21) 

donde A,ju y r¡ son escalares. En virtud de la simetría mayor donde 
C m = C jikl se tiene que // = //. por lo tanto el tensor constitutivo elástico 
se reduce a: 


c ¡jk i = ^ij8 a + + 8 u 8 Jk ) 


(5.22) 
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La ecuación anterior se puede escribir en notación compacta de la 
forma: 


C = A101 + 2//I 


(5.23) 


siendo 1 el tensor unidad de segundo orden y I el tensor unidad 
simétrico de cuarto orden indicados en la Ecuaciones (1.54) y (1.61) 
respectivamente. En consecuencia el tensor C se obtiene a partir de los 
valores X y //, denominados constantes elásticas de Lamé. 
Sustituyendo la expresión anterior en la ecuación <j = C: s , la ecuación 
constitutiva se puede reescribir de la forma: 


Cu = + 2 /‘d¡ 

u = /l[trf]l+ 2/us 


(5.24) 


Observación. El número de planos de simetría del material 
reduce la cantidad de constantes elásticas necesarias para definir 
al tensor constitutivo elástico. En el material anisótropo los 
coeficientes del tensor simétrico C son independientes entre sí, lo 
cual significa que se requieren 21 constantes elásticas para 
definirlo. En cambio, en el material ortótropo se requieren 9 y en 
el material isótropo solamente 2 constantes elásticas para obtener 
las componentes de C. 

5.4.2. Interpretación física de la ecuación constitutiva de 
un material elástico lineal isótropo 

Las propiedades mecánicas más importantes de un material se pueden 
obtener a partir de un ensayo de tracción o compresión axial de una 
probeta usualmente prismática y alargada. En el experimento a tensión 
se aplica progresivamente una fuerza axial P mientras se mide el 
incremento en la longitud de la probeta AL. A partir de los resultados se 
puede construir una gráfica entre el esfuerzo normal medio calculado 
como a N = P A y la medida de deformación longitudinal ingenieril 
s E = AL L mostrada en la Figura 5.2, siendo L la longitud y A el área de 
la sección transversal inicial de la probeta. 

La denominada curva o diagrama esfuerzo - deformación representará 
las diferentes etapas del comportamiento mecánico unidimensional de un 
material. En materiales utilizados en estructuras convencionales como el 
concreto, el acero y la madera, existe una primera etapa donde el esfuerzo 
normal y la deformación longitudinal son directamente proporcionales, 
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mostrando una línea recta en el diagrama esfuerzo - deformación. Si 
además, al retirarse la carga aplicada la probeta recupera su longitud 
inicial, tal etapa se denomina comportamiento elástico lineal del material. 





Figura 5.2. Curva esfuerzo - deformación: (a) material con ablandamiento, (b) 
material con endurecimiento, (c) esquema de un ensayo de tracción uniaxial. 


La ley de Hooke establece la relación lineal entre el esfuerzo normal y 
la deformación longitudinal (Figura 5.3(a)), de una barra prismática 
sometida a tracción o compresión simple como <j n = Es e , siendo el 
módulo de elasticidad o módulo de Young E la constante de 
proporcionalidad entre el esfuerzo y la deformación en la etapa elástica 
lineal. 




Figura 5.3. Ley de Hooke en el campo 
normal vs. Deformación longitudinal, 
deformación angular. 



unidimensional: (a) relación esfuerzo 
(b) relación esfuerzo cortante vs. 


De forma análoga se puede definir la ley de Hooke para cortante 
como la relación lineal entre el esfuerzo cortante r y la deformación 
angular ingenieril y , (Figura 5.3(b)), de una probeta sometida a cortante 
puro en un plano específico de la forma r = Gy , siendo G el módulo de 
elasticidad a cortante. 

El esfuerzo de tracción actuante sobre la probeta produce un 
alargamiento en la dirección axial acompañado de una contracción 
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transversal o perpendicular a la dirección del esfuerzo. En materiales 
elásticos lineales isótropos, la deformación lateral asociada a la 
contracción transversal es proporcional a la deformación axial asociada al 
alargamiento longitudinal. El cociente entre la deformación en la 
dirección lateral y la deformación en la dirección axial se conoce como 
relación de Poisson v y se define como: 


£ 

lateral 


(5.25) 


v= - 


£ 

axial 


Recordando que una deformación longitudinal positiva está 
relacionada con el alargamiento del sólido, mientras que un valor 
negativo de deformación longitudinal está asociado al acortamiento del 
mismo. El signo menos en la expresión anterior indica que el 
alargamiento en la dirección axial está acompañado de un acortamiento 
lateral y viceversa. 

Sea un paralelepípedo diferencial unitario de lados paralelos a los ejes 
coordenados x l x 2 x 3 sometido exclusivamente a un esfuerzo normal a n 
en la dirección x 1 mostrado en la Figura 5.4(a). 


Y. 



Figura 5.4. Deformaciones longitudinales en un elemento diferencial cuando actúa 
un esfuerzo normal: (a) en dirección x¡, (b) en dirección x?, (c) en dirección x?. 

La deformación longitudinal en la dirección x 1 es igual a s n = a n /E , 
mientras que la deformación lateral dada en las direcciones x 2 y x 3 
corresponde a s 22 = s 33 = -va u /E . De la misma manera, si el elemento 
diferencial está sometido a un esfuerzo normal cr 22 solamente como lo 
indica la Figura 5.4(b), la deformación longitudinal en la misma 
dirección del esfuerzo será e 22 = cr 22 E y la deformación lateral en las 
direcciones x, y x 3 es igual a s n = s 33 = -vcr 22/ ¡E. Si ahora actúa un 
esfuerzo normal <j 33 sobre el elemento diferencial como se ilustra en la 
Figura 5.4(c), la deformación longitudinal en la misma dirección es igual 
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a s 33 = cr 33 /E y la deformación lateral en las direcciones x, y x 2 
corresponde a , = £ 22 = -va 33 ¡E. 

Considerando que los esfuerzos cortantes solo producen 
deformaciones angulares, las deformaciones longitudinales obtenidas de 
la acción de los esfuerzos normales son iguales a: 

e u = -A°x i~ v °22 -^ 33 ) 

E 

S 22= Í [~ V<7 U + ^22 -VC 33 ) (5.26) 

E 

^33 = í (- VOi i-V<7 22 + 0 - 33 ) 

E 


Despejando las componentes de esfuerzo normal de la expresión 
anterior se obtiene las siguientes ecuaciones: 


<j 33 


E 

(1 + v)(\ - 2v) 
E 

(l + v)(l-2v) 
E 

(1 + v)(l - 2v) 


[(1-V)£\\ + V£ 22 + V£ 33 ] 
[v£ u +(\-V)£ 21 +V£ 33 ] 
[v£ u +V£ 22 + (\-V)£ 33 ] 


(5.27) 


Por otro lado, la deformación angular ingenieril en el plano x 3 x 2 es 
proporcional al esfuerzo cortante en dicho plano de la forma y l2 = cr, 2 G. 
De igual manera, se obtienen las siguientes relaciones en los planos x 3 x 3 

y * 2*3 • 

ri2 = ^ , Yn = ^ , 723 = ^ (5-28) 

Despejando las componentes de esfuerzo cortante se tiene que: 

<*Í 2 = G rii . &u = Gy u , cr 23 = Gy 23 (5.29) 

Las ecuaciones escalares (5.27) y (5.29) indican la relación 
constitutiva de un material elástico lineal isótropo. 

Dado que el módulo de elasticidad a cortante se puede expresar en 
términos de E y v como lo indica la Ecuación (5.37), la relación entre el 
esfuerzo y la deformación se puede escribir en notación tensorial indicial 
y compacta así: 
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vE 


a ü = 


(l + v)(l-2v) 


£ kk^a + 


(1 + v) 


£ íj 


vE , E 

a = trs 1 + s 

(l + v)(l-2v) (1 + v) 


(5.30) 


Asimismo, la ecuación constitutiva inversa en notación tensorial 
indicial y compacta corresponde a: 


v „ 1 + v 

£ u ~ !_■ l 'n + j. °ij 

V - í + v 

£ = - trcr 1 + cr 
E E 


(5.31) 


5.4.3. Relación entre el módulo de elasticidad a cortante y 
el módulo de Young 


Sea un estado de cortante puro en el plano x x x 2 de la forma: 

cr i2 = r , <J n = a 22 = rr 33 = CTj 3 = cr 23 = 0 


(5.32) 


Aplicando la Ecuación (2.106), las componentes de esfuerzo con 
respecto a un sistema coordenado x,x 2 , el cual conforma un ángulo de 45 
grados entre los ejes x 1 y x x son: 

(5. 
33) 

De acuerdo con la relación deformación - esfuerzo de la Ecuación 
(5.26), la deformación longitudinal en la dirección x t es igual a: 


C7l2=0 


'1 1 = ^(<*i 1 - yÓ-22 - va n) = ¡0 + v ) 


(5.34) 


Sea un estado de deformación angular pura en el plano x,x 2 asociado 
al estado plano de esfuerzo cortante puro de la forma: 

/12 = Y ’ £ w = £ 22~ £ a = Yn = = ^ (5.35) 

Aplicando la Ecuación (3.134), la deformación longitudinal con 
respecto a un sistema coordenado x,x 2 , el cual conforma un ángulo de 45 
grados entre los ejes x¡ y x¡ son: 

¿11 = 2/12 = 2 / 


(5.36) 
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De acuerdo con la ley de Hooke para cortante z = Gy , igualando la 
Ecuación (5.34) y la expresión anterior, se concluye que el módulo de 
elasticidad a cortante es igual a: 


G = 


E 

2(1 + v) 


(5.37) 


5.4.4. Relación entre el módulo de Young, la relación de 
Poisson y las constantes de Lamé 


La ecuación constitutiva de un material lineal elástico isótropo está 
definida por las constantes elásticas y las componentes de esfuerzo y de 
deformación. La expresión tensorial indicada en la Ecuación (5.24) está 
dada en términos de las constantes de Lamé /.,//. en cambio las 
ecuaciones escalares (5.27) y (5.29) están descritas en función del módulo 
de Young y de la relación de Poisson. Tales constantes se pueden 
relacionar a partir de las ecuaciones indicadas anteriormente. 

De acuerdo con la expresión tensorial (5.24), la componente de 
esfuerzo cortante a 12 es igual a cr |2 = 2/js 12 = /// l2 . Igualando este 
resultado con la Ecuación (5.29) se concluye que: 


/j = G = 


E 

2(1 + v) 


(5.38) 


Asimismo, la componente de esfuerzo normal en la dirección x l 
corresponde a: 


CTj j — (A + 2/U)S\ j + Á£^2 "t" Afjj 


(5.39) 


Igualando el resultado anterior con la Ecuación (5.27) se obtiene que: 


Á = 


vE 

(] + v)(\-2v) 


(5.40) 


5.4.5. Ecuación constitutiva en notación de Voigt 

La ecuación constitutiva definida de forma tensorial en el Apartado 5.4.1 
y obtenida como el conjunto de 6 ecuaciones escalares en el Apartado 
5.4.2, se puede reescribir en notación de Voigt como {cr}= [c]{f }. Si el 
tensor constitutivo elástico está dado en términos de las constantes de 
Lamé, la ecuación constitutiva será de la forma: 
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Gil 


~(Á + 2 ju) 

A 

A 

0 

0 

0 

£ n 

<7 21 



(A + 2 ju) 

A 

0 

0 

0 

s 22 

<t 33 




(A + 2 ju) 

0 

0 

0 

£ 3 3 

°"23 





M 

0 

0 

723 

°13 






M 

0 

r 13 

°Í2_ 


sim 





M 

y i2_ 


(5.41) 

Asimismo, la ecuación constitutiva se puede expresar en función del 
módulo de Young y la relación de Poisson obteniendo: 


°"n 


(1 — v) V V 

0 

0 

0 

£ n 

<t 22 


(l-v) V 

0 

0 

0 

S 22 

°"33 

E 

(1 -V) 

0 

0 

0 

£ 33 

<T 23 

(1 + v)(\ - 2v) 


1(1-2 v) 

0 

0 

y 23 

°"l3 




1(1 — 2 v) 

0 

rn 

1 2 _ 


sim 



1(1 - 2v)_ 

y i2_ 


(5.42) 


Al despejar el tensor de la deformación de la Ecuación (5.24) se tiene 
la relación constitutiva inversa, presentada en notación tensorial como: 


£ = C-hcr,, 

IJ Ijkl kl 

£ = C 1 :o- 


(5.43) 


Las ecuaciones escalares (5.26) y (5.28) definen a las 6 componentes 
de deformación en términos de las componentes de esfuerzo. 

En notación de Voigt, despejando la matriz columna de deformación 
de la Ecuación (5.18) se tiene que: 

W=[c rw (5.44) 

A partir de las ecuaciones escalares indicadas anteriormente, la 
ecuación constitutiva inversa se puede escribir en notación de Voigt y en 
términos de E y v de la forma: 
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*ll" 


1 

l 

l 

0 

0 

0 


£ 22 


1 -v 0 

0 

0 

Cr 22 

£■33 

1 

1 0 

0 

0 

°"33 

y 23 

~~ E 

2(1 + v) 

0 

0 

^23 

y 13 



2(1+ v) 

0 

°13 

y \2 _ 


sim 


2(1 + v) 

_ 0 "l2_ 


(5.45) 


5.5. Estado plano de esfuerzos 


Recordando que se considera un estado plano de esfuerzos en un sólido 
cuando las componentes de esfuerzo que no están contenidas en un plano 
específico (o en planos paralelos) son nulas. Por lo tanto, si el sólido 
describe una condición plana de esfuerzos en el plano x x x 2 como lo 
muestra la Figura 2.18, las componentes del tensor esfuerzo en un 
sistema coordenado x x x 2 x 3 son: 



^11 

°" l 2 

0 

= 

< J \2 

^22 

0 


0 

0 

0 


(5.46) 


Sustituyendo la componente de esfuerzo cr 33 = 0 en la tercera de las 
ecuaciones escalares (5.27) y despejando s 33 se tiene que: 

£ 33 = ~ 1 (^li+ ^ 22 ) (5-47) 

1 -v 

Se observa que a pesar que las componentes de esfuerzo fuera del 
plano x x x 2 son nulas la componente de deformación longitudinal s 33 en 
la dirección ,r 3 es diferente de cero y depende de las otras dos 
componentes de deformación longitudinal. 

Las componentes de esfuerzo normal se obtienen reemplazando el 
resultado anterior en las dos primeras ecuaciones escalares (5.27), así: 

E E 

= , - 2 [¿i , + ^ 22 ] , ^22 = .-2 [ V£ i I + £ 2l] (5.48) 

l-v l-v 

La componente de esfuerzo cortante cr 12 está dada por la primera 
ecuación escalar (5.29), de la forma: 
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2(1 + v) 


Yn 


(5.49) 


Sustituyendo las componentes de esfuerzo en las ecuaciones escalares 
(5.26) y (5.28) se tiene que: 

¿■jl = — (<Tn — VC22) , S 22 = ^ r V^~ V<J \\~ >r ^27) 


^33 r (°"l 1 °22) 

E 


(5.50) 


o o 2(1+ v) 

ri3 =0 . /23 =0 > Yl2 = -^ 


12 


En notación matricial las componentes del tensor de deformación se 
presentan de la forma: 

1 (cr, 1 - vcr 22 ) (1 +v)cr 12 0 

W=yy (1 +v)cr 12 {-va n + a 22 ) 0 | (5.51) 

0 0 -v(cr n + cr 22 ) 


Dado que la componente de deformación longitudinal e 33 indicada en 
la Ecuación (5.47) depende de las otras componentes de deformación 
longitudinal, la matriz columna que representa en notación de Voigt a la 
deformación contiene solo las componentes en el plano x¡x 2 , es decir: 

M = hl ^22 YxS ( 5 - 52 ) 

De igual manera, la matriz columna de las componentes de esfuerzo es 
de la forma: 


r}=[, 


CT, 


11 


cr 


22 


cr. 


12 J 


(5.53) 


Por lo tanto la ecuación constitutiva de un material elástico lineal en 
condición plana de esfuerzos escrita en notación de Voigt dada por las 
ecuaciones (5.48) y (5.49), es de la forma: 


cr, 


n 


cr 


22 


cr, 


12 


E 

1-v 2 


1 

v 

0 


v 

1 

0 


0 

o 


i(l-v) 



(5.54) 


Si es necesario evaluar la componente de deformación longitudinal 
£• 33 , ausente en la expresión anterior, se calcula de acuerdo con la 
Ecuación (5.47). 
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5.6. Estado plano de deformaciones 


Sea un estado plano de deformaciones aquel en el cual las componentes 
de deformación que no están contenidas en un plano específico (o en 
planos paralelos) son nulas. Por lo tanto, si el sólido describe una 
condición plana de deformaciones en el plano x,x 2 las componentes del 
tensor deformación en un sistema coordenado x l x 2 x 3 son: 


M 


1 S 12 0 

£\ 2 ^22 ® 

0 0 0 


(5.55) 


Sustituyendo la componente de deformación longitudinal <? 33 = 0 en la 
tercera de las ecuaciones escalares (5.26) y despejando cr 33 se tiene que: 

o- 33 = i / (o- 11 + o- 22 ) (5.56) 


Se observa que a pesar que las componentes de deformación fuera del 
plano X[X 2 son nulas, la componente de esfuerzo normal en la dirección 
x 3 es diferente de cero y depende de las otras dos componentes de 
esfuerzo normal. 

Por otro lado, reemplazando las componentes de deformación en las 
ecuaciones escalares (5.27) se obtiene: 


a 


22 


a 


33 


E 

(1 + v)(l - 2v) 
E 

(1 + v)(l - 2v) 
vE 

(l + v)(l — 2v) 


[(1 -v)s n + vs 22 ] 
[V£ n + (1-V)£ 22 ] 

[ ¿ ’l 1 + ¿ 22 ] 


(5.57) 


La componente de esfuerzo cortante cr 12 está dada por la primera 
ecuación escalar (5.29), de la forma: 


2(1 + v) 


ri2 


(5.58) 


Por lo tanto las componentes del tensor de esfuerzos en un estado 
plano de deformaciones corresponden a: 
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M 


E 

(1 + v)(l - 2v) 


(1-V)£ n + V£ : 
(1 - 2v)s i2 

O 


(1 - 2v)s 12 
V£ n + (1-V)£ 22 
O 


O 

o 

v(£ n +£ 22 ). 


(5.59) 

Dado que la componente de esfuerzo normal cr 33 indicada en la 
Ecuación (5.56) depende de las otras componentes de esfuerzo normal, la 
matriz columna que representa el esfuerzo contiene solo las componentes 
en el plano x 3 x 2 como lo muestra la Ecuación (5.53). Asimismo, la 
matriz columna de las componentes de deformación en notación de Voigt 
está indicada en la Ecuación (5.52). 

De acuerdo con las expresiones (5.57) y (5.58), la relación constitutiva 
de un material elástico lineal en condición plana de deformaciones escrita 
en notación de Voigt es de la forma: 


a, 


ii 


cr 


22 


cr, 


12 


E 

(1 + v)(l - 2v) 


(i -y) 

V 

0 


V 

0 

’*n" 

(1-v) 

0 

£ 22 

0 

KL-2v)_ 

Jl2_ 


(5.60) 

Después de evaluados los coeficientes de la matriz columna de 
esfuerzos, la componente cr 33 se calcula como lo muestra la Ecuación 
(5.56). 



Capítulo 6 
Planteamiento del problema 

elástico lineal 


Hasta el momento se han presentado los elementos de la mecánica del 
medio continuo indispensables para resolver un problema mecánico, en 
particular si el material es elástico, lineal e isótropo. En este capítulo se 
busca plantear el problema general de elasticidad lineal relacionando las 
condiciones de equilibrio, la ecuación constitutiva del material y la 
descripción del esfuerzo y la deformación (Timoshenko & Goodier 1970; 
Ortiz 1998; Mase & Mase 1999; Oliver & Agelet 2002). 


6.1. Planteamiento general del problema 
elástico lineal 


El problema elástico lineal consiste en obtener, para todo instante de 
tiempo, el desplazamiento, la deformación infinitesimal y el esfuerzo de 
cada una de las partículas que conforma un sólido de material elástico 
lineal isótropo, el cual está sometido a diferentes fuerzas extemas. 

Sea un sólido de volumen V sujeto a la fuerza de cuerpo ffo(x,t) 
distribuida por unidad de volumen y a la fuerza de superficie t*(x,í) 
distribuida por unidad de área y aplicada en su contorno dV a cz dV como 
lo muestra la Figura 6.1. El problema consiste en evaluar el campo 
vectorial del desplazamiento u(x,í) y los campos tensoriales de la 
deformación infinitesimal e(x,t) y del esfuerzo cr(xj ), siendo 
conocidas las fuerzas externas y las condiciones de borde en el espacio y 
en el tiempo. 
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Figura 6.1. Fuerzas aplicadas y condiciones de borde en un sólido 


El problema satisface el principio de la conservación de la cantidad de 
movimiento expresado como condiciones de equilibrio, la relación entre 
la deformación y el desplazamiento, y la relación entre el esfuerzo y la 
deformación. Las expresiones que describen las tres condiciones 
anteriores se denominan ecuaciones de gobierno del problema. 

Además, se incluyen las condiciones de borde al planteamiento del 
problema, las cuales están definidas en el espacio y el tiempo. Las 
condiciones de borde en el espacio son valores conocidos del 
desplazamiento y de las fuerzas de superficie en regiones específicas del 
contorno del sólido. En cambio, las condiciones de borde en el tiempo 
son valores de desplazamiento y sus derivadas en el instante de tiempo 
inicial. 

A continuación se plantea el problema mecánico para un material 
elástico, lineal e isótropo, indicando cada una de las ecuaciones de 
gobierno. 


6.1.1. Ley de conservación de la cantidad de movimiento 

La forma local de la ley de conservación de la cantidad de movimiento en 
descripción espacial, también denominada ecuación de Cauchy, 
representa la condición de equilibrio dinámico de cada partícula del 
cuerpo incluyendo a las fuerzas inerciales. Dado que la aceleración es 
igual a v = ü , se puede reescribir la Ecuación (4.32) de la forma: 
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V -<j(x,t) + = pü(x,t) 




Vxe V t 


( 6 . 1 ) 


Tal expresión tensorial contiene a 3 ecuaciones escalares para 
j = 1,2,3. Es importante recordar que la ley de conservación de la 
cantidad de movimiento tiene validez independientemente de la 
cinemática o del modelo constitutivo que describe al cuerpo. 

Si la aceleración del sólido es nula, la expresión anterior se transforma 
en la condición de equilibrio estático definida como: 


V -<j(x,t) + pb(x,t) = 0 VxeV, 
<3cr 

-^ L + pb j =0 
dx 


( 6 . 2 ) 


6.1.2. Relación deformación infinitesimal-desplazamiento 


La teoría de deformaciones infinitesimales considera que tanto la 
deformación como el desplazamiento son pequeños comparados con las 
dimensiones del sólido, esto conlleva a suponer que las componentes del 
gradiente material de desplazamiento son pequeñas con respecto a 1 y son 
aproximadamente iguales a las componentes del gradiente espacial de 
desplazamiento, como lo indican las ecuaciones (3.58) y (3.59). La 
cinemática del cuerpo bajo tales las condiciones está definida por la 
ecuación que relaciona al campo tensorial de la deformación infinitesimal 
con el campo vectorial del desplazamiento. Como se indicó en la 
Ecuación (3.68), el tensor de deformación infinitesimal en una partícula 
es igual a: 


e(x, 0 = K u ® V + v ® u ) = VTi(x, 0 \/xeV 


£,] 2 


du¡ duj 
K dx j dx i y 


(6.3) 


A diferencia de otras medidas de deformación, se observa que la 
deformación infinitesimal es una función lineal del gradiente del 
desplazamiento. 

Tal expresión tensorial denominada relación deformación 
infinitesimal - desplazamiento , contiene 9 ecuaciones escalares, de las 
cuales 6 son distintas entre sí debido a la simetría del tensor deformación. 
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6.1.3. Ecuación constitutiva del material elástico lineal 
isótropo 

Los campos tensoriales de esfuerzo y de deformación están relacionados 
mediante la ecuación constitutiva, la cual describe la respuesta mecánica 
propia del material que compone al sólido. En particular, se considera un 
material elástico, lineal e isótropo que responde a la ecuación constitutiva 
de la siguiente forma: 

cr(x,t) = C:e(x,t ) donde C = ál®l + 2//I VxeV 

°¡j = c m £ ki donde C ijkl = ÁS tj S kl + /j(S ik Sj, + S a 8 jk ) i6A) 

Sustituyendo el tensor constitutivo elástico C en la ecuación 
constitutiva se obtiene la siguiente forma alternativa de expresar dicha 
ecuación, como se indicó en la Ecuación (5.24). 

cr = A[trs]l + 2/us 

°ij = ^kAj + 2 m £ u (6 ' 5) 

La expresión anterior muestra la relación lineal entre las componentes 
de esfuerzo y de deformación, mediante 9 ecuaciones escalares de las 
cuales 6 son diferentes entre sí debido a la simetría del tensor de 
esfuerzos. 

En conclusión se plantea un total de 15 ecuaciones escalares 
distribuidas así: 3 ecuaciones diferenciales parciales dadas por las 
condiciones de equilibrio en la Expresión (6.1), 6 ecuaciones diferenciales 
parciales dadas por la relación deformación infinitesimal - 
desplazamiento en la Expresión (6.3) y 6 ecuaciones escalares dadas por 
la ecuación constitutiva de un material elástico lineal isótropo en la 
Expresión (6.5). 

Las 15 incógnitas del problema son: las 3 componentes del campo 
vectorial del desplazamiento u(x, t) , las 6 componentes del tensor 
deformación infinitesimal e(x,t) y las 6 componentes del tensor esfuerzo 
cr(x,t). 

6.1.4. Condiciones de borde en el espacio y en el tiempo 

Las condiciones de borde en el espacio indicadas a continuación son 
valores conocidos del desplazamiento o de las fuerzas de superficie en 
una parte del contorno del sólido. 
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Como lo muestra la Figura 6.1, dV u es la parte del contorno del 
sólido dV donde el valor del desplazamiento tiene un valor conocido 
u*(x,t) para todo instante de tiempo, es decir: 

u(x,t)=u*(x,0 \/xedV u Vi (6.6) 

En la parte dV a del contorno del sólido dV , el valor de la fuerza de 
superficie corresponde a t*(x,f) para todo instante de tiempo. El vector 
de fuerzas de superficie es igual al vector tracción en el contorno del 
sólido, estableciendo una condición de borde de la forma: 

t (n) (x,i) = n-cr(x,i)=t*(x,i) Vx e dV a Vi (6.7) 

Las condiciones de borde en el tiempo corresponden a valores 
definidos del desplazamiento, la velocidad o la aceleración en el instante 
de tiempo inicial o de referencia para todo punto material del sólido. 
Estas condiciones de borde, también denominadas condiciones iniciales, 
se expresa como: 

u(x,0) = u** (x) Vx e V 

ú(x,0) = ú” (x) Vx e V (6.8) 

ü(x,0) = ü** (x) Vx e V 

Algunos problemas de mecánica de sólidos muestran restricciones 
combinadas o mixtas dadas a partir de las condiciones de borde 
presentadas anteriormente. Por ejemplo es posible que una misma región 
tenga un valor conocido de desplazamiento y de fuerza de superficie. 


6.2. Ecuaciones de Navier 


A partir de las ecuaciones de gobierno y de las condiciones de borde 
presentadas anteriormente, el problema elástico lineal se puede plantear 
en función del campo de los desplazamientos. 

Sustituyendo la relación deformación infinitesimal - desplazamiento 
(6.3) en la ecuación constitutiva (6.5) se tiene que: 
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El resultado de reemplazar la expresión anterior en la ecuación 
conservación de la cantidad de movimiento (6.1) es: 


1 


DX; 


dll. 


ó. 


■i V 


d* k 11 j 


+ fA 


d 2 u ; . 


K dx ¡Xj 


dxf 


= P“¡ 


Dado que el primer término a la izquierda de la ecuación es igual a: 


Á- 


dx. 


du. 




i \ 


dx k j 


= 2 


SX:X: 

1 J 


se obtiene a continuación un sistema de ecuaciones diferenciales 
parciales en términos del campo del desplazamiento u(x,f) denominado 
ecuaciones ele Navier. 


(3 + m ) 


d~u, 

8X : dX; 




d~Uj 

dxr 


+ pbi =pu j 


( 6 . 10 ) 


En particular, si se considera un problema estático o de velocidad 
constante donde la aceleración es igual cero, las ecuaciones de Navier se 
pueden escribir de la forma: 

t \ cTu. d~u. 

+ P^j =0 ( 6 . 11 ) 


dx : dx: 


Asimismo, las condiciones de borde también se expresan en términos 
del desplazamiento al sustituir la Ecuación (6.9) en la Ecuación (6.7), así: 


Á du u 
dx. 


n. + ¡i n i 


f du¡ duj ^ 
K dx J dx i J 


= t* Vxe 5V7 


( 6 . 12 ) 


La condición de borde que establece el valor del desplazamiento en 
una parte específica del contorno se expresa de la misma forma como lo 
indica la Ecuación (6.6). 


6.3. Ecuaciones de Beltrami - Michell 


Otra forma de resolver el problema elástico lineal estático consiste en 
plantear un grupo de ecuaciones diferenciales parciales en función del 
estado de esfuerzos cr(x,t). El procedimiento consiste en sustituir la 
ecuación constitutiva inversa (5.31) en la ecuación de compatibilidad de 
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deformación infinitesimal dada en la Expresión (3.151) y remplazar el 
resultado en la ecuación del equilibrio (6.2). Las expresiones obtenidas 
se denominan ecuaciones de Beltrami - Michell, las cuales se escriben de 
la forma: 


8o ± + J_ | db t 

dxl 1 +v dx,dx■ dx. 


+ P 


db, y 
—' + 

dx t l-v 


' dx. 


(6.13) 


6.4. 


Planteamiento del problema termo 
elástico lineal 


Además de la aplicación de fuerzas extemas existen otros tipos de 
acciones que producen deformación sobre el sólido, una de ellas es el 
cambio de temperatura. El problema termo elástico lineal considera los 
efectos generados por las fuerzas externas y por los cambios de 

temperatura en un material elástico lineal de forma desacoplada. Lo 
anterior significa que los cambios de temperatura provocados por la 
deformación mecánica son despreciables. 

Los efectos de expansión (o contracción) sin distorsión de un sólido 
isótropo producto del cambio de temperatura se reflejan en su 

deformación longitudinal. Por lo tanto se puede establecer una relación 
entre el campo tensorial de la deformación térmica s tem (x,t) y el campo 
escalar del incremento de la temperatura. Este último está definido como 
la diferencia entre la temperatura de la configuración actual 0 (x,t ) y la 
temperatura de la configuración de referencia # 0 (x). Para un material 
elástico lineal isótropo tal relación es de la forma: 

e tem (x,t) = a\ 6 (x, 0 - 6*0 ( x )]l 

tem \ ¿j /i 1 o (6*14) 

£ ¡j =a[0-0 o \S ij 

La expresión anterior establece una relación lineal entre la 

deformación térmica y el cambio de temperatura, cuyo factor de 

proporcionalidad corresponde al denominado coeficiente de expansión 
térmica del material a . 

Se puede observar que las componentes tangenciales del tensor de 
deformación térmica son nulas indicando que el cambio de temperatura 
no genera distorsión en el sólido. 
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Siendo que el problema conserva su carácter lineal, el tensor de 
deformación de cada punto material s(x.,t) se puede expresar como la 
suma entre la deformación mecánica generada por las fuerzas extemas 
aplicadas s' mc (x,t ) y la deformación térmica producida por los cambios 
de temperatura £ tem (x,t ), es decir: 


e(x,t) = e mec (x,t) + e' e "\x,t) 


£ = £ meC + £ ,em 
U ‘1 ’J 


(6.15) 


Sustituyendo en la expresión anterior, la Ecuación (5.31) la cual 
expresa la deformación mecánica en función del esfuerzo y la Ecuación 
(6.14) que indica la deformación térmica en términos de la temperatura, 
se obtiene: 

% = - a »+ a í e ~ e »\ s u 

E ,5 ( 6 . 16 ) 

v * 1 + v 

s = - trcrl+ <j + a[0-d Q Jl 

E E 

A partir de las expresiones anteriores se establece la ecuación 
constitutiva del material termo elástico lineal isótropo despejando las 
componentes de esfuerzo de tal forma que: 

= (1 + y\n _ 2v) ^ V£kkS " +(1 ' 2v)£> > - a(l+v ^- 0,)8 ij ] 

( 6 - 17 ) 

<y= [vtxsl + (l-2v)s-a(l+v)(6-6^\] 

(1 + v)(l - 2v) 


Por otro lado, se considera que la transferencia de calor en un sólido 
elástico está controlada por la ley de Fourier definida como: 

de 

-k =q. 

dx¡ (6.18) 

-tcV9(x,t) = q(x,t) 

donde k es el coeficiente de conductividad térmica y q (x,t) es un 
campo vectorial que representa el flujo de calor por unidad de área y por 
unidad de tiempo, el cual se puede expresar como: 

dc¡. d6 

- — LL = pe — 

dx¡ dt (6.19) 

- V q = peé 



Planteamiento del problema elástico lineal 


221 


siendo c el calor específico. De acuerdo con las ecuaciones 
anteriores, el campo de la temperatura está controlado por la siguiente 
ecuación diferencial parcial. 


dx : 


se 


K 


i v 


dx, 


= pc 


i J 


de 

dt 


—» K\ 


f d 2 e 


d 2 e 

+ a + 


d 2 e) de 


dx y dx 2 dx 


— pe 


3 J 


dt 


( 6 . 20 ) 


v • (kv e)= peé —> kv 2 ■ e(x,t) = pcé(x,t) 


La ecuación constitutiva (6.17) y la última expresión se adicionan a 
las ecuaciones de gobierno para conformar el planteamiento de problema 
termo elástico lineal. 


6.5. Estado plano de esfuerzos 


A continuación se considera un problema elástico lineal que se puede 
simplificar a un estado plano de esfuerzos para el cual las componentes de 
esfuerzo que no están contenidas en el plano x l x 2 son nulas, es decir 
<t 3 ¡ — <t 32 — cr 33 — 0 . 

Si la aceleración es cero, la ecuación tensorial de equilibrio se 
transforma a dos ecuaciones diferenciales parciales de la forma: 


d °n 

dx x 


+ 


d&i2 

dx l 


+ 


d °n 

dx 2 

do - 12 

dx 2 


+ pb x = 0 

+ Pb 2 = 0 


( 6 . 21 ) 


La expresión escalar que se omitió de la ecuación de equilibrio 
anterior, solo verifica que la componente b 3 de las fuerzas de cuerpo es 
nula en problemas de elasticidad plana. 

La relación entre las componentes de esfuerzo y de deformación 
descrita en el Apartado 5.5, permite concluir que las deformaciones 
tangenciales ingenieriles que no están contenidas en el plano son nulas, es 
decir y,, = y r3 = 0 y que la deformación longitudinal en la dirección 
normal al plano es función de las otras componentes longitudinales de la 
forma í 33 =-v(s n + s 22 ) (1 -v). La ecuación constitutiva en condición 
plana de esfuerzos se resume en 3 expresiones escalares de la forma: 
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( 7 22 


( 7 \ 2 


(l + v)(l-v) 
E 

(l + v)(l-v) 
E 

Yll 


[*11+^*22] 


[ve n + e 22 ] 


( 6 . 22 ) 


2(1 +v) 


La relación entre la deformación infinitesimal y el desplazamiento 
corresponde a 3 expresiones escalares independientes de la forma: 


*11 = 


dii\ 

dx. 


*22 


tu , du, diii 

^ ’ ^12 = ^+^ 

dx 2 ox 2 ox 1 


(6.23) 


A partir de las ecuaciones anteriores, se pueden obtener las 
componentes independientes del desplazamiento u x ,u 2 mediante la 
solución de un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales de la 
forma: 


+ 


E 

(1 +v)(l -v) 
E 

2(1 + v) 

E 

(1 + v)(l - v) 
E 

+ 


d u. d~u , 

, +v 

dx," dx,dxi 


v. ] 


+ 


d u. 

A+ -+ 

dx 2 dx l dx 2 


+ pb 1 =0 


d u, d"u 2 

v/ + 


dx¡dx 2 dx 2 


(6.24) 


+ 


2(1 + v) 


d 2 u, 

+ 


dx x dx 2 


dx 


+ pb 2 =0 


Tales expresiones se denominan ecuaciones de Navier en condición 
plana de esfuerzos. 


6.6. Estado plano de deformaciones 


A continuación se considera un problema elástico lineal que se puede 
simplificar a un estado plano de deformaciones para el cual las 
componentes de deformación que no están contenidas en el plano x { x 2 
son nulas, es decir y 3] = y 32 = s 33 =0. 
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Como se indicó en el Apartado 5.6, las componentes de esfuerzo 
contenidas en el plano x,x, para un estado plano de deformaciones son 
iguales a: 


E 

(1 + v)(\ - 2v) 
E 

' (1 + v)(l - 2v) 
E 


[(1 -v)e n + ve 22 ] 
[v£ n + (l-v)£ 22 \ 


(6.25) 


2(1 + v) 


r 12 


En cambio, las componentes de esfuerzo cortante cr 13 ,<T 23 son iguales 
a cero y la componente de esfuerzo normal en la dirección x 3 depende de 
las otras dos componentes de esfuerzo normal de la forma 

^33 = ^((Pi i + <^"22) • 

Para un problema estático en condición plana de deformaciones las 
ecuaciones escalares de equilibrio y la relación deformación infinitesimal 
- desplazamiento corresponde a las ecuaciones (6.21) y (6.23), 
respectivamente. La ecuación escalar de equilibrio omitida en la 
expresión (6.21) establece que la componente de esfuerzo cr 33 es 
constante con respecto a la dirección x 3 . 

A partir de las ecuaciones anteriores, se pueden obtener las 
componentes independientes del desplazamiento u v u 2 mediante la 
solución de un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales de la 
forma: 


(l + v)(l-2v) 


(1-v) 


2(1 +v) | dxi 
E 

(l + v)(l-2v) 


d 2 u , d 2 u 1 

-+■ 


v 


d 2 u, d 2 u 2 

-2 -+V -— 

dxf dx x dx 2 

+ Pby = 0 

d 2 u , , d 2 u 0 

— +<1 - r) &f 


+ 


dx x dx 2 


dx l dx 2 


+ 


2(1 + v) 


d n, 


dx\dx 2 dx[ 


+ pb 2 =0 


(6.26) 


Tales expresiones se denominan ecuaciones de Navier en condición 
plana de deformaciones. 
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6.7. Función de esfuerzos de Airy 


Recordando la relación entre las componentes de deformación y de 
esfuerzo para un material elástico lineal isótropo en condición plana de 
esfuerzos: 

S \ 1 = £ 1 _ V(7 22^ £ 22 = ( Cr 22 _ ' /fJ l 1) S 12 = ^ °"l2 (6-27) 

y remplazando esta última en la ecuación de compatibilidad de 
deformaciones de la forma: 


dx 2 dxf 



dx r dx 2 


(6.28) 


se obtiene la siguiente ecuación diferencial en términos de las 
componentes de esfuerzo: 


d a n d a 


22 


dxl 


dxf 


- v 


Cd 2 cr n . d a 


dx{ 


+ - 


22 


dx 


= 2(1 +v) 


d 2 a, 


12 


2 J 


dx { dx 2 


(6.29) 


Si las fuerzas de cuerpo son nulas, se puede definir un campo escalar 
denominado función de esfuerzos de Airy (f>(x\,x 2 ), cuyas segundas 
derivadas con respecto a x,,x, corresponden a las componentes de 
esfuerzo en el plano así: 


_d 1 (t> _ d 2 (j) __ d 2 <¡) 

dx 2 2 ~ dxf 12 dx { dx 2 


(6.30) 


Sustituyendo a la expresión anterior en la Ecuación (6.29) se obtiene 
una ecuación diferencial de campo biarmónica de la forma: 


d A( j) 2 0V , 5V 


dx7 


dx¡dx 2 


dx A 


= 0 


(6.31) 


Las condiciones de borde asociadas al esfuerzo se deben cumplir en 
cada problema particular. Para cuerpos de geometría rectangular, la 
función de esfuerzos corresponde a un polinomio en términos de x,, x 2 . 
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6.7.1. Condiciones de borde en una placa rectangular 

Las fuerzas por unidad de superficie aplicadas al contorno de la placa 
están contenidas en el plano, es decir que en general son de la forma 

t* * * 

= h e i + t 2 e 2 . 

Las condiciones de borde correspondientes al equilibrio entre la fuerza 
de superficie y el vector tracción t* = n • a son las siguientes. En la cara 
superior de la placa, para n = e 2 x 2 =h 0 < x 1 < L (Figura 6.2), se 
debe cumplir que: 

q e i + t 2 e 2 — e 2 • o 

_ . * _ 

tj — C>21 *2 — ®22 


x \x 2 = h 


0 < x, < L 


(6.32) 


t* .* . . * 

= 6 e i +Le 2 



Figura 6.2. Placa rectangular en condición plana de esfuerzos 


En la cara inferior de la placa, donde n = -e 2 x 2 =-h 0 < x¡ < L , 

se tiene que: 


f*e j + í 2 e 2 = -e, • o Vx|x 2 = —h 0 < < L 

.* ,* 

h ~ ~~ 2 \ ‘‘2 ~ ~ < ~*22 

Sobre la cara izquierda de la placa, 
n = -ej x 1 = 0 -h<x 2 <h, se cumple que: 

/(e, + r 2 e 2 = -e 1 • a Vxbq =0 —h< x 2 <h 

* * 

h ~ — h — ~ <J \2 


(6.33) 


siendo 


(6.34) 


Sobre la cara derecha de la placa, siendo n = e, x x =L -h<x 2 <h, 
se cumple que: 
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h e i + ^2 e 2 e i ' ° 


Vx x, = L — h <x 2 < h 


6 


t 2 cr ¡2 


(6.35) 


6.7.2. Placa rectangular cuya función de Airy es 
polinómica de tercer orden 


A continuación se presenta la solución general de la ecuación diferencial 
biarmónica (6.31), para el problema de una placa rectangular de longitud 
L, altura 2h y espesor b. en condición plana de esfuerzos (Figura 6.2), 
mediante la función de Airy polinómica de tercer orden de la forma: 


3 2 2 3 2 

(f> = a jXj + a 2 x, x 2 + a 3 x¡ x 2 + a 4 x 2 + a 5 x, + 


+ a 6 x 1 x 2 +a 7 x 2 +a 8 X[ 


■ (X gX2 + CX 1 Q 


(6.36) 


Después de derivar la función de Airy con respecto a las direcciones 
x p x 2 se obtienen las siguientes componentes de esfuerzo, despreciando 
las fuerzas de cuerpo: 


aV 

dx[ 
d 2 (f> 
dx¡ 
d 2 </> 
dx l dx 2 


= a 22 = 6 a ,Xj + 2 a 2 x 2 + 2 a 5 
= cr u = a 3 Xj + 6a 4 x 2 + 2a 7 
= -cr 12 = 2 a 2 Xj + 2a 3 x 2 + a 6 


(6.37) 


Siendo la función de Airy un polinomio de tercer orden, las 
componentes de esfuerzo son funciones de variación lineal. Por ejemplo, 
este tipo de funciones pueden representar a una viga sometida a flexión 
pura donde el esfuerzo normal cr 1 , varia linealmente con respecto a x 2 , o 
cuando a 22 varia linealmente con respecto a x,. 

Las derivadas de cuarto orden de la función con respecto a x, ,x 2 son 
iguales a: 


3V =n 3V SV 

^4 U ’ ^4 U ’ a 4 a 4 U 
OX ] ÓX 2 OX, ÓX 2 


(6.38) 


La Ecuación diferencial (6.31) se cumple, remplazando las derivadas 
de cuarto orden de la función de Airy presentadas en la anterior 
expresión. 
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En las ecuaciones (6.37) y (6.38) se observa que los coeficientes de la 
función de Airy de primer orden a x x, + a 9 x 2 + a 10 , no afectan las 
componentes de esfuerzo y la ecuación diferencial biarmónica. En 
consecuencia, cualquier valor de a 8 ,a 9 ,a 10 conlleva a la misma 
solución. Se considera entonces que: 

« 8 = 0, a 9 = 0, a 10 =0 (6.39) 


6.7.3. Placa rectangular cuya función de Airy es 
polinómica de cuarto orden 


A continuación se presenta la solución general de la ecuación diferencial 
biarmónica (6.31), para el problema de una placa rectangular de longitud 
L, altura 2h y espesor b, en condición plana de esfuerzos (Figura 6.2), 
mediante la función de Airy polinómica de cuarto orden de la forma: 

(f) = a jXj 4 + a 2 xfx 2 + a 3 x?x 2 + a 4 x 3 x 2 + a 5 x 2 + 

+ a 6 x, 3 + a 7 xfx 2 + a g x 1 x 2 + a 9 x 2 + a , 0 x 2 + (6.40) 

+ a ¡ [.q x 2 + a 12 x 2 + a l 3 x l + a 14 x 2 + a 15 

Después de derivar la función de Airy con respecto a las direcciones 
x p x 2 se obtienen las siguientes componentes de esfuerzo, despreciando el 
peso propio: 


d 2 <f> 

dxf 


= <j 


22 


= 12a jX 2 + 6 a 2 x, x 2 + 2 a 3 x 2 + 


d 2 </> 

dx\ 


d 2 tj) 
dx\ dx 2 


+ 6a 6 Xj + 2 a 7 x 2 + 2a 10 
= a,, = 2 a 3 X[ 2 + 6a 4 x, x 2 + 12a 5 x 2 + 
+ a 8 x, + 6a 9 x 2 + 2a 12 
= -a ¡2 = 3a 2 x, 2 + 4a 3 x, x 2 + 3a 4 x 2 + 


(6.41) 


+ 2a 7 x, + 2a 8 x 2 + a M 
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Se observa que las componentes de esfuerzo son funciones 
cuadráticas, las cuales podrían representar a una viga sometida a un 
momento flector de variación lineal y a su respectivo cortante. 

Las derivadas de cuarto orden de la función con respecto a x 1 ,x 2 son: 


d 4 <t> 
dx 4 


= 24 a, 



dx 4 dx 4 


(6.42) 


Sustituyendo la expresión anterior en la ecuación diferencial se 
establece la siguiente relación entre los coeficientes desconocidos de (j ): 


a 3 = -3 (a j+ a 5 ) 


(6.43) 


En la Ecuación (6.41) se observa que los coeficientes de la función de 
Airy de primer orden a 13 Xj + a , 4 x 2 + a l5 , no afectan las expresiones de 
las componentes de esfuerzo y de la ecuación diferencial biarmónica. En 
consecuencia, cualquier valor de a l3 ,a 14 ,a 15 conlleva a la misma 
solución. Se considera entonces que: 

a 13 =0, a u = 0, <z 15 =0 (6.44) 


6.7.4. Viga en voladizo sometida a flexión y cortante 

Una viga de sección rectangular delgada de longitud L, altura 2 h y 
espesor b , está sometida a una carga puntual P en el extremo libre que 
produce flexión y cortante en su plano como se ilustra en la Figura 6.3. 

Para este problema se considera que la función de esfuerzos de Airy es 
el polinomio de cuarto orden mostrado en la Ecuación (6.40), y en 
consecuencia las componentes de esfuerzo son las presentadas en la 
Ecuación (6.41). 
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Figura 6.3. Viga en voladizo sometida a flexión y cortante 

Las diferentes condiciones de borde de este problema se indican a 
continuación. 

Sobre la cara izquierda en el extremo libre donde n = -e, , la fuerza 
de superficie solo tiene componente en dirección x 2 y es equivalente a la 
acción de una fuerza puntual P, de tal forma que: 

t* = n • o t 2 e 2 = -e, • o Vx x l = 0 - h <x 2 <h 

-» t¡ = -a n = 0, t\ — rT| 2 (6.45) 

P = \ h / 2 bdx 2 = -\ h h cj n bdx 2 

Por lo tanto, cuando <j n = 0 VxIjc, =0 -h<x 2 <h, se debe 
cumplir que \2a 5 x 2 + 6a g x 2 + 2a l2 = 0, sustituyendo en la Ecuación 
(6.41). Si en particular x 2 =0, se obtiene que: 

a l2 = 0 , a 9 =-2a 5 x 2 (6.46) 

p h 

Cuando P = —\ cr l J?dx 2 Vx x, =0 -h<x 2 <h se debe cumplir 
que: 

a n= 0 f 7 ~ a 4 h2 (6-47) 

2b h 

Otras condiciones de borde se presentan en las caras superior e 
inferior, en las cuales no hay fuerzas de superficie aplicadas. Siendo 
n = ±e 2 en tales caras, se tiene que: 
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t* = n • o 0 = ±e 0 o Vx x 7 = ±h 0 < x, < L 

(6.48) 

->'l =±<r 21 =0, t*2 =± &22= 0 

Cuando cr 22 =0 Vx x 2 = ±h 0 < x, < L y sustituyendo en la 
Ecuación (6.41), se tiene que: 

12a jXj 2 ± 6a 2 x, h + 2a 3 /z 2 + 6a 6 x, ± 2a 7 /z + 2a 10 = 0 (6.49) 

Esta función debe cumplirse para x, = 0, por lo tanto: 
a 3 /z 2 + a 7 /z + a 10 = 0 —» a 10 = -a 3 h 2 - a 7 /? 

a 3 /r - a 7 /z + a 10 = 0 —> a 10 = -a 3 /r +a 1 h (6.50) 

a 7 =0, a 10 =-a 3 /z 2 

Sustituyendo los resultados anteriores en la Ecuación (6.49) se obtiene 
que: 

a 2 /r + a 6 = 0 —» a 6 = -a 2 /r 

-a 2 h + a 6 =0->a 6 =a 2 h (6.51) 

a 2 = 0, a 6 = 0 —> a [= 0 

Cuando cr 12 = 0 Vx| x 2 = ±h 0 < x l < L se tiene que: 

3a 2 x¡ ±4a 3 x t h + 3a 4 /z 2 + 2a 7 x, ±2aji + a n =0 (6.52) 


Esta función debe cumplirse para x, = 0, por lo tanto: 

3a Jr + 2a s h + a , ,= 0 —> a, ,= -3a 4 /z 2 - 2a 8 /? 

3a 4 /z 2 - 2a 8 h + a l ,= 0 —> a t ,= -3a 4 /z 2 + 2a 8 /z (6.53) 

a 8 =0, a | ,= -3a Ji 2 

Después de sustituir la Ecuación (6.47) en la última expresión de 
(6.53), se obtiene: 



Sobre la cara derecha siendo n = e, , la fuerza reactiva de superficie es 
equivalente a la acción de una fuerza puntual —P y de un momento Héctor 
-PL de tal forma que: 
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t* = n • o /je, + t 2 e 2 = e, • o Vxbq = L -h<x 2 <h 

. * . * 

^ 6 — ®"ll’ ^2 — °"l2 

“ P = J-* ^ ^2 = J* A (J \ 2 b CÍX 2 

~ PL = t h t X P dX 2 = |1 ^ 11 * 2 ¿ d X 2 


(6.55) 


r/z 

Después de evaluar la integral - P = J i cr l2 bdx 2 , y sustituir el valor de 
a 4 calculado en la Ecuación (6.54), se concluye que: 


cc -j — ex 2 L 


(6.56) 


Este último resultado se verifica en las Ecuaciones (6.50) y (6.51). 
Asimismo, se evalúa la integral -PL = \' h <j n x 2 bdx 2 y se concluye 
que: 

PL 

a 9~ , í i 3 a 4 L (6.57) 

46/7 

Después de sustituir la Ecuación (6.54) y en la última expresión, y de 
sustituir este resultado en la Ecuación (6.46), se obtiene: 

«9=0 , « 5 =0 (6.58) 


Se remplaza la Ecuación (6.51) y la expresión anterior en la Ecuación 
(6.43). El resultado se sustituye en las ecuaciones (6.50) y (6.53), 
obteniendo lo siguiente: 


«3=0 , « 10 = 0 (6.59) 

Los coeficientes de la función de Airy calculados se remplazan en la 
Ecuación (6.41), para obtener las siguientes componentes de esfuerzo: 

3 P 3P (. 2 A 

^ I = - 2hh 3 X I X 2 • ^22=0 . a i2 = ~ 4bh T\ h ~ X; ~) (6.60) 

Este resultado coincide con la teoría de vigas de sección rectangular 
bajo las hipótesis de la resistencia de materiales, donde el momento de 
inercia alrededor del eje x 3 es I 3 = bit /12. 
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6.8. Principio de Saint - Venant 


Una lámina rectangular de b por 2b y espesor constante está sometida a 
una fuerza puntual que actúa a lo largo de su eje como lo muestra la 

Figura 6.4. 



b/ 2 

P 

■. b/2 


b 




b 






P 



Figura 6.4. Lámina sometida a una fuerza distribuida en un área que tiende a cero. 


Experimentalmente o mediante simulación numérica se concluye que 
la distribución del esfuerzo normal en el interior de la lámina no es 
uniforme cuando la distancia con respecto al borde es pequeña. 

La Figura 6.5 tomada de referencias anteriores (Timoshenko & 
Goodier 1970), muestra que el esfuerzo normal máximo a una distancia 
b 4 del borde superior es 2.575 veces más grande que el esfuerzo normal 
promedio a med = P A. 



Figura 6.5. Principio de Saint - Venant. Distribución de esfuerzos a diferentes 
distancias en una lámina sometida a una fuerza distribuida en un área que tiende a 


cero. 
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Para distancias mayores a b la distribución tiende al valor constante 
del esfuerzo normal promedio. 

La representación habitual del esfuerzo normal como el cociente entre 
la fuerza axial y el área de la sección es una aproximación válida a una 
distancia superior al ancho del elemento estructural. 

En general, el principio de Saint - Venant establece que el campo del 
desplazamiento, la deformación y el esfuerzo causados por sistemas de 
fuerzas estáticamente equivalentes son aproximadamente iguales, si 
actúan a distancias superiores a la dimensión mayor de la región sobre la 
cual está distribuida la fuerza. Asimismo, dos sistemas de fuerzas son 
estáticamente equivalentes si las resultantes, tanto de la fuerza como del 
momento, son iguales. 

La Figura 6.6 muestra la similitud obtenida en el estado de esfuerzos 
<j(x p ,t M ) de un punto P alejado una distancia d del sistemas de fuerza 
t (/) , el cual es estáticamente equivalente con el sistema de fuerza t [II) . 



Figura 6.6. Principio de Saint - Venant. Similitud del estado de esfuerzos de un 
punto P alejado de una distancia d de dos sistemas de fuerza estáticamente 
equivalente. 







Capítulo 7 
Criterios de fallo material 


Un criterio ele fallo material establece el límite del comportamiento 
elástico y el inicio del proceso de fluencia en materiales dúctiles o de 
fractura en materiales frágiles. Tales criterios comparan el estado de 
esfuerzos (o de deformaciones) de un punto material, con un valor límite 
de esfuerzo (o de deformación), obtenido de ensayos experimentales 
unidimensionales. Habitualmente estos criterios se escriben en términos 
de las componentes principales de esfuerzo. 

Para muchos casos se puede suponer que el material dúctil cede o el 
material frágil se fisura inmediatamente después de llegar a su límite 
elástico, es decir, que el comienzo del proceso de fluencia o de fractura 
está determinado por el final del comportamiento elástico. 

Si la geometría y el sistema de fuerzas aplicadas sobre un sólido 
permiten considerar que el problema es unidimensional, el criterio de 
fallo indicará que todo punto material tiene un comportamiento elástico, 
si el valor escalar del esfuerzo a(x,t ) es menor que el esfuerzo en el 
límite elástico dado por el ensayo experimental. Por ejemplo, si el 
material tiene una resistencia a la tracción <j u1 y a la compresión - a llc 
como lo indica la Figura 7.1(a), el régimen elástico de toda partícula del 
sólido estará delimitado por: 

-a uc <a(x,t)<a ul (7.1) 

El rango de valores de <r(x,í) dado por la expresión anterior se puede 
representar gráficamente como lo indica la Figura 7.1(b). 

Sin embargo, el estado general de esfuerzos de cada partícula de un 
sólido está determinado por las 6 componentes de un tensor simétrico de 
segundo orden, lo cual requiere de medidas escalares de esfuerzo que 
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permitan comparar el comportamiento tridimensional de cada punto con 
la resistencia unidimensional del material. 

El rango para el cual un estado de esfuerzos representa un 
comportamiento elástico de una partícula se denomina dominio elástico 
del criterio de fallo material (Simó & Hughes 1998). La región de color 
gris en la Figura 7.1(b) indica el dominio elástico de un criterio de fallo 
unidimensional. En general, el dominio elástico de un criterio de fallo 
material se representa mediante un volumen generado en un gráfico 
tridimensional, cuyos ejes corresponden a los esfuerzos principales. 




Ó 

(b) 




a 


Figura 7.1. Criterios de fallo material: (a) curva esfuerzo - deformación de 
tracción y compresión uniaxial, (b) dominio elástico en un problema uniaxial. 


En algunos materiales frágiles las primeras superficies de fractura son 
aproximadamente normales a la dirección principal mayor y la resistencia 
al esfuerzo normal a la tracción es pequeña. Algunos criterios de fractura 
consideran que las componentes principales de esfuerzo están limitadas 
por la resistencia a la tracción y a la compresión del material. 

Muchos metales dúctiles muestran planos de deslizamiento en su 
estructura cristalina a lo largo de los cuales la resistencia a cortante es 
relativamente pequeña. Por lo tanto, algunos criterios de fluencia 
utilizados para tales metales limitan el valor del esfuerzo cortante. 

En este capítulo se presentan algunos de los criterios de mayor 
aceptación en materiales dúctiles y frágiles, cuya resistencia a la tracción 
y a la compresión es la misma. Además se describen brevemente otros 
criterios útiles en materiales cuya resistencia a la tracción y a la 
compresión es diferente (Boresi, Schmidt et al. 1993; Popov 1998; Oliver 
& Agelet 2002). 
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7.1. Criterios para materiales con resistencias 
iguales a tracción y compresión 


Algunos metales como hierro, cobre, aluminio y acero presentan 
esfuerzos de tracción y compresión similares en el límite de su 
comportamiento elástico. A continuación se presentan tres de los 
criterios de fallo material más utilizados. 

7.1.1. Criterio del esfuerzo normal máximo 

El criterio del esfuerzo normal máximo o también denominado criterio de 
fractura de Rankine es un indicador del inicio del proceso de fractura en 
materiales frágiles. Este criterio establece que la fractura en una 
partícula, comienza cuando el esfuerzo principal máximo alcanza la 
resistencia del material. Esta última se define como el valor del esfuerzo 
normal al final del régimen elástico o inicio de la fractura en un ensayo 
uniaxial del material. Se considera que la resistencia del material es 
igual a cr„ en el ensayo de tracción ya -<j u en el ensayo a compresión, 
como lo indica la curva esfuerzo normal - deformación longitudinal de la 
Figura 7.2(a). 



Figura 7.2. Criterios de fallo material: (a) curva esfuerzo - deformación de 
tracción y compresión uniaxial, (b) dominio elástico del criterio de fractura de 
Rankine para un estado plano de esfuerzos. 


De acuerdo con el criterio de fractura de Rankine, un punto material 
tiene comportamiento elástico si su estado de esfuerzos dado por las 
componentes principales sin ordenar <r (1) ,<r (2) ,cr f3) cumple las siguientes 
condiciones: 
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— <T, 


< <7(i) < 


— <J, 


< ct (2) < <t h 


— cr, 


< ^(3) < C, 


(7.2) 


Como lo muestra la Figura 7.3, el dominio elástico del criterio de 
Rankine se representa mediante un cubo en el espacio de los esfuerzos 
principales. 

En condición plana de esfuerzos sobre el plano x l x 2 para el cual 
cr (3) = 0, el criterio de fractura de Rankine se reduce a: 


— cr. 


< ^( 1 ) < 


— cr, 


< ^( 2 ) < °u 


(7.3) 


La región en color gris de la Figura 7.2(b) representa el dominio 
elástico del criterio, es decir, los estados de esfuerzo para los cuales el 
comportamiento es elástico. 


í7 (2) 



Figura 7.3. Criterios de fallo material. Dominio elástico del criterio de fractura de 
Rankine para un estado tridimensional de esfuerzos. 


7.1.2. Criterio del esfuerzo cortante máximo 

El criterio del esfuerzo cortante máximo o criterio fluencia de Tresca es 
un indicador del inicio del proceso de fluencia en materiales dúctiles, 
cuyo umbral de resistencia a tracción y a compresión es el mismo, como 
lo muestra curva esfuerzo normal - deformación longitudinal en la 
Figura 7.4(a). Este criterio establece que la fluencia de un punto 
material, comienza cuando su esfuerzo cortante máximo es igual al 
esfuerzo cortante máximo obtenido en un ensayo uniaxial, que alcanza el 
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esfuerzo normal de fluencia <j y . Tal esfuerzo se presenta al final del 
régimen elástico o comienzo de la fluencia. 

Como se obtuvo en el Apartado 2.10.2, el esfuerzo cortante máximo 
en función de las componentes principales de esfuerzo sin ordenar 
cr (1) , cr (2) , cr (3) , está definido por el valor máximo entre los tres esfuerzos 
cortantes máximos en cada plano coordenado dado por las siguientes 
expresiones: 


_max i 


°S1 - 2 

<J (2) a (3) 

_max i 

1 

&S3 - 2 

°"(D ~ a (.2) 


a 


max _ i 

52 ~ 2 


°a) a (3) 


(7.4) 


En un ensayo uniaxial a tracción se obtiene una relación esfuerzo 
normal - deformación longitudinal, como la mostrada en el primer 
cuadrante de la Figura 7.4(a). En el inicio de la fluencia, las 
componentes principales de esfuerzo son <j (1) = <j Y y <j (2) = <r (3) = 0, de 
tal forma que el esfuerzo cortante máximo corresponderá a: 


max _ i 

^SY ~ 2 <J Y 


(7.5) 




Figura 7.4. Criterios de fallo material: (a) curva esfuerzo normal - deformación 
longitudinal de tracción y compresión uniaxial, (b) dominio elástico del criterio de 
fluencia de Tresca para un estado plano de esfuerzos. 


Asimismo, en un ensayo uniaxial de compresión, el esfuerzo normal 
al comienzo de la fluencia es igual a - a Y , en consecuencia <r (3) = -a Y y 
°ü) = a ( 2 > = 0 • Al igual que el ensayo a tracción, el valor del esfuerzo 
cortante máximo estará dado por la Ecuación (7.5). 

De acuerdo con el criterio fluencia de Tresca para un estado 
tridimensional de esfuerzos, un punto material tiene comportamiento 
elástico, si el esfuerzo cortante máximo en cada plano es menor que el 
esfuerzo cortante máximo obtenido del ensayo uniaxial, es decir, 
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2 


Cr (2) 






1 

2 


a m a (2) 


< 2°V 


^(l) a (3) 




(7.6) 


Como lo muestra la Figura 7.5(a), el dominio elástico del criterio de 
Tresca se representa en el espacio de los esfuerzos principales, mediante 
un prisma de longitud infinita, cuyo eje es la línea cr (1) = <j (2) = <x (3 y su 
sección transversal es un hexágono regular de 6 lados. 



Figura 7.5. Criterios de fallo material. Dominio elástico del criterio de fluencia de 
Tresca para un estado tridimensional de esfuerzos: (a) vista general, (b) plano 
normal al eje hidrostático. 


La Figura 7.5(b) presenta al prisma visto desde un plano normal al 
eje hidrostático cr (1) = <r (2) = cr (3) . 

En condición plana de esfuerzos sobre el plano para el cual 
<r (3) = 0, el criterio de fluencia de Tresca se reduce a: 


0”y ^ (J (2) ^ Cy 9 (7 y <a lU < ct 


a) 


°Y < °"(1) °"(2) < Y 


(7.7) 


La región en color gris de la Figura 7.4(b) representa el dominio 
elástico del criterio, es decir, los estados de esfuerzo para los cuales el 
comportamiento es elástico. 
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7.1.3. Criterio de la densidad de energía de distorsión 


El criterio ele la energía ele distorsión o criterio fluencia de von Mises es 
un indicador del inicio del proceso de fluencia en materiales dúctiles, 
cuyo umbral de resistencia a tracción y a compresión es el mismo. Este 
criterio establece que la fluencia de un punto material, comienza cuando 
la densidad de energía de distorsión es igual a la densidad de energía de 
distorsión obtenida en un ensayo uniaxial, el cual alcanza el esfuerzo 
normal de fluencia <j y . Dicho esfuerzo se presenta al final del régimen 
elástico o comienzo de la fluencia, como lo muestra curva esfuerzo 
normal - deformación longitudinal en la Figura 7.4(a). 

Para materiales elásticos lineales cuya ecuación constitutiva es de la 
forma cr.= C ijkl s kl , las componentes del tensor de esfuerzos se puede 
expresar como lo indica la Ecuación (5.5) así: 

q £ - (T ij~ C ijki £ u (7.8) 

y 

siendo ü la energía de deformación por unidad de volumen. Integrando 
la expresión anterior con respecto al campo de la deformación se obtiene: 



1 

2 


£ if-'ijkl £ U 


= \ £ ij a ij 


(7.9) 


Reemplazando la Ecuación (5.31) en la expresión anterior se establece 
una expresión de la energía de deformación por unidad de volumen en 
términos del esfuerzo, así: 


„ , v ,, 1 + v 

U= ; 7 ,, = - (y kk O:¡(J :: + CT:¡<J¡¡ 

¿ ij ij 2 ^ ™ 2,E 


(7.10) 


Si las componentes de esfuerzo están definidas con respecto a un 
sistema coordenado principal, la densidad de energía de deformación en 
función de los esfuerzos principales se expresa como: 


v ( 

u= - -Icr, 

2E V 


' 1 ( 
i= l< 

2 E y 




( 1 ) 


(1) + °’(2) + ) 

2 1 + V 

( 2 , 2 2 \ 

+- 

2 E 

VTl) +<y (2) +Cr (3)j 

2 2 \ 

v ( 

[2) + fT (2) fT (3) + ^(D^O) 

) + <7 (2) + ^O))- 



(7.11) 


Todo estado de esfuerzos se puede descomponer como la suma 
tensorial de su parte esférica oy' = cr M S /J y su parte desviadora 
cr,^ 1 ’ = a¡j — <j M 8¡j , como se indicó en el Apartado 1.6.12. Por lo tanto, las 
componentes de la parte esférica y desviadora del tensor de esfuerzos 
referidas al sistema coordenado principal se puede escribir como: 
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[crl 

1 = Lcr“ :/ ' 

] + [(j 

dev j 



a a) 

0 

0 " 



0 

0 " 



0 

<7 (2) 

0 

= 

0 


0 

+ 


0 

0 

CT (3)J 


0 

0 

J 







a a) 

_ 


0 

0 




+ 


0 

a (2) 


0 


O O cr (3) - cr M 


(7.12) 


siendo a M = ] 3 (a (]) + cx (2) + <r (3) ). 

De acuerdo a lo anterior, la densidad de energía de deformación se 
puede descomponer de la forma ü = ü exl (a-f ) + ü d¡s (afj ev ) . La densidad 
de energía de deformación por extensión ü ext corresponde a la energía 
producida por el tensor esférico de esfuerzos, la cual está asociada al 
cambio de volumen del sólido. Asimismo, la densidad de energía de 
deformación por distorsión ü dis es la energía generada por el tensor 
desviador de esfuerzos, la cual está asociada con el cambio de forma del 
sólido. 

Sustituyendo en la Ecuación (7.11) a las componentes del tensor 
esférico de esfuerzos dadas en la Ecuación (7.12), se obtiene la siguiente 
expresión de la densidad de energía de deformación por extensión: 


ü 


ext 


l-2v( \ 2 

K + Cr (2) + a (3)J 


(7.13) 


Asimismo, la densidad de energía de deformación por distorsión, 
indicada a continuación, se calculó reemplazando en la Ecuación (7.11) a 
las componentes del tensor desviador de esfuerzos de la Ecuación (7.12). 

u dis = [(cr (I) -^ (2) ) 2 +(o- (2) -cr (3) ) 2 + (a- (1) -a (3) ) 2 ] (7.14) 


Cuando comienza la fluencia en un ensayo uniaxial a tracción, las 
componentes principales de esfuerzo son iguales a o- (1) = a Y y 
a (2) = cr (3) = 0, de tal forma que la densidad de energía de deformación 
por distorsión corresponde a: 

-y i+y n 2 i 

u di S =^ r T 2 ^Y (7.15) 


En un ensayo uniaxial a compresión, donde cr (3) = -<j y y 
cr (1) = <j (2) = 0, el valor de ü Y d¡s es igual al presentado en la Ecuación 


(7.15). 
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El criterio de fluencia de von Mises establece que un estado de 
esfuerzos de una partícula es elástico, si cumple con la condición 
expresada a continuación. La densidad de energía de deformación por 
distorsión del estado tridimensional, es menor que la respectiva densidad 
de energía obtenida en un ensayo uniaxial a tracción al inicio de la 
fluencia en el material, es decir, 

Udis<ú Y d ¡s (7.16) 

Sustituyendo las ecuaciones (7.14) y (7.15) en la expresión anterior se 
concluye que: 

(<7(i) -<7(2)) 2 + (<7 l2) -^o,) 2 + (<7 a) < 2cr r (7.17) 

Con el fin de facilitar la identificación del inicio de la fluencia en un 
punto material se define como esfuerzo de von Mises al campo escalar 
expresado de la forma: 

o™ = jf y/W a , -o- (2) ) 2 + (cr (2) -<r (3) ) 2 + (<x (1) -cr (3) ) 2 (7.18) 

Por lo tanto, el dominio elástico de este criterio está limitado por la 
condición: 


<7™<0V (7-19) 

Dada la definición de esfuerzo cortante octaédrico z oct indicada en el 
Apartado 2.13, el esfuerzo de von Mises se puede escribir como: 

= jr T oc (7.20) 

En consecuencia, el criterio de fluencia de von Mises se puede 
plantear en términos del esfuerzo cortante octaédrico como: 

T oct < f (7.21) 

Tal expresión también se denomina criterio del esfuerzo cortante 
octaédrico máximo. 

Como se estableció en el Apartado 2.12, los valores principales del 
tensor de esfuerzos desviador se obtienen de la ecuación característica 
indicada en las expresiones (2.94) y (2.95), donde el segundo invariante 
del esfuerzo desviador J 2 es igual a: 
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^2 6 k°"(l) °"( 2 )) + ( Cr ( 2 ) ^( 3 )) (°"(l) CT ( 3 )) J (7.22) 


si las componentes de un tensor de esfuerzos están referidas a un 
sistema coordenado principal. 

De la Ecuación (7.17) y la expresión anterior se tiene que el criterio de 
von Mises también se puede expresar como: 



(7.23) 


Dada la relación directa del criterio de fluencia con el segundo 
invariante del esfuerzo desviador, los modelos constitutivos que utilizan 
el criterio de von Mises se denominan modelos de plasticidad J 2 . 

Como lo muestra la Figura 7.6, el dominio elástico del criterio de von 
Mises se representa mediante un cilindro del longitud infinita en el 
espacio de los esfuerzos principales, cuyo eje coincide con el eje 
hidrostático cr (1) = a (2} = a (3j . 

En condición plana de esfuerzos sobre el plano x í x 2 para el cual 
cr (3) = 0, el criterio de fluencia de von Mises se reduce a: 



(7.24) 



(b) 


Figura 7.6. Criterios de fallo material. Dominio elástico del criterio de fluencia de 
von Mises para un estado tridimensional de esfuerzos: (a) vista general, (b) plano 
normal al eje hidrostático. 
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La región elíptica en color gris de la Figura 7.7 representa el dominio 
elástico del criterio, es decir, los estados de esfuerzo para los cuales el 
comportamiento es elástico. 



Figura 7.7. Criterios de fallo material. Dominio elástico del criterio de fluencia de 
von Mises para un estado plano de esfuerzos 


7.1.4. Comparación entre los criterios Rankine, Tresca y 
von Mises 

De la comparación los criterios de Rankine, Tresca y Von Mises en 
condición plana de esfuerzos, presentados en los apartados anteriores y 
mostrados en la Figura 7.8, se concluye lo siguiente: 

• El criterio de Tresca es el más conservador de los tres porque tiene 
el dominio elástico más pequeño. El dominio elástico del criterio 
de von Mises es mayor que el dominio elástico del criterio de 
Rankine cuando los esfuerzos principales son del mismo signo, y 
sustancialmente menor cuando los esfuerzos principales son de 
signos contrarios. 

• En un estado de esfuerzos uniaxial, el comienzo de la fluencia 
coincide para los tres criterios de fallo y corresponde a 
(cr fl) ,cr (2) ) = (±cr K ,0) o (cr {1) , cr (2) ) = (0,±oy) 

• La mayor diferencia entre los criterios de fallo anteriores se 
observa en el estado de esfuerzo cortante puro donde 
(cr (1) ,cr (2) ) = (r ,-t) . Como se ilustra en la Figura 7.8(b), el 
comienzo de la fluencia ocurre cuando r = a Y en el criterio de 
Rankine, cuando r = 1 , c? Y en el criterio de von Mises y cuando 
t = \a Y en el criterio de Tresca. 
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Tn 



(a) 


<b) 


Figura 7.8. Comparación entre los criterios de Rankine, Tresca y von Mises: (a) 
dominio elástico en condición plana de esfuerzos, (b) detalle de un estado de 
esfuerzo cortante puro. 

7.2. Criterios para materiales con resistencia 
a tracción y compresión diferentes 

Algunos materiales de uso común como el concreto tienen un esfuerzo en 
el límite elástico diferente a tracción y a compresión como se muestra en 
la Figura 7.9(a). A continuación se indican tres criterios de fractura que 
consideran dicha diferencia. 

7.2.1. Criterio de Rankine modificado 

Un planteamiento modificado del criterio de Rankine establece que el 
comienzo de la fractura ocurre cuando el esfuerzo principal mayor es 
igual al resistencia a tracción o a la compresión del material, por lo tanto, 
si el límite elástico de material está dado por un esfuerzo a tracción o ut 
diferente del esfuerzo a compresión o uc , como lo indica la curva esfuerzo 
normal - deformación longitudinal en la Figura 7.9(a), todo punto 
material tiene comportamiento elástico si su estado de esfuerzos cumple 
las siguientes condiciones: 





(7.25) 
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— <J„ 


<X(2)A 


—a„ 


'( 1 ) 


(b) 

Figura 7.9. Criterios de fallo material: (a) curva esfuerzo normal - deformación 
longitudinal de tracción y compresión uniaxial, (b) dominio elástico del criterio de 
Rankine para un estado plano de esfuerzos con tracción y compresión diferenciada. 


En condición plana de esfuerzos sobre el plano x x x 2 para el cual 
cr í3) = 0, el criterio general de fractura de Rankine se reduce a: 


~ (J uc <CJ a ) <(J u , 


°uc < ^(2) < °~ut 


(7.26) 


La región en color gris de la Figura 7.9(b) representa el dominio 
elástico del criterio, es decir, los estados de esfuerzo para los cuales el 
comportamiento es elástico. 


7.2.2. Criterio de Mohr - Coulomb 

La línea recta tangente a dos círculos de Mohr que representan los 
ensayos de tracción y compresión uniaxial se denomina envolvente de 
fallo y define el límite del comportamiento elástico del material, como se 
muestra en la Figura 7.10. La envolvente de fallo indica que el esfuerzo 
cortante máximo obtenido de los dos ensayos uniaxiales al comienzo de 
la fractura es igual a: 


=d~cr N tan 0 (7.27) 

siendo c la cohesión y ^ el ángulo de rozamiento interno del material. 
El valor de cr!™ 1 también se puede expresar en función del esfuerzo a 
tracción <j u , y a compresión <j uc en el límite elástico del material, como 
se presenta a continuación. 

Considerando que el esfuerzo cortante máximo de un estado 
tridimensional es f(cr (1) — cr (2) ) como 1° muestra la Figura 7.10, el valor 
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del esfuerzo cortante máximo obtenido de los ensayos uniaxiales al 
comienzo de la fractura es igual a: 

«„ o* - 'i a b (& ( i) + 0( 2) ) ¿onde, 

777 777 - 1 CT (7.28) 

«„ = r , <* b = — , m= - 

777 + 1 777 + 1 <J ut 

De manera similar al criterio de Tresca, el criterio de Mohr - 
Coulomb establece que un punto material tiene comportamiento elástico 
si el esfuerzo cortante máximo es menor que el esfuerzo cortante máximo 
obtenido de la envolvente de fallo, es decir, 

iki) -0(2) < a a <7 ut - l 2 ^h (o- ( i) + cr (2) ) (7.29) 



Figura 7.10. Criterios de fallo material: Círculos de Mohr y envolvente de fallo. 

Ahora, si el esfuerzo cortante máximo de un estado tridimensional es 
\ (cr (l) -cr (3) ), el criterio se satisface cuando: 

2 K) - o- (3 ) | < a, lt - \a b (cr U) + cr (3) ) (7.30) 

y finalmente, si el esfuerzo cortante máximo de un estado 
tridimensional es ((cr (2| -cr (3) ) , la condición es de la forma: 

¿ k( 2 , - o (3) < a a a ut - ( a b (cr (2) + <r (3) ) (7.31) 

En conclusión, las ecuaciones (7.29), (7.30) y (7.31) definen el criterio 
de Mohr - Coulomb para un estado tridimensional de esfuerzos. 
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Como lo muestra la Figura 7.11, el dominio elástico de este criterio 
se representa mediante una pirámide de altura infinita, cuyo eje 
corresponde con la línea <r (1) = cr (2) = <r (3) en el espacio de los esfuerzos 
principales. 



Figura 7.11. Criterios de fallo material. Dominio elástico del criterio de Mohr - 
Coulomb para un estado tridimensional de esfuerzos: (a) vista general, (b) plano 
normal al eje hidrostático. 

A partir de las tres expresiones anteriores, en un problema 
simplificado a un estado plano de esfuerzos en el cual cr (3) =0, éste 
criterio se reduce a: 

ma a) - <t (2) < ma ut , <r (1) - mcr (2) > -ma u , 

-m<r ut «r m < (J ut (7.32) 

- mcr llt < cr (2) <a ul 

La Figura 7.12 ilustra el dominio elástico asociado al criterio en 
condición plana de esfuerzos, donde se observa su similitud con el criterio 
de Rankine cuando los esfuerzos principales son del mismo signo, y su 
variación lineal cuando los esfuerzos principales son de signos contrarios. 



Figura 7.12. Criterios de fallo material: dominio elástico del criterio de Mohr- 
Coulomb para un estado plano de esfuerzos con tracción y compresión 
diferenciada. 
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Para el caso particular en el cual los esfuerzos a tracción y compresión 
en el límite elástico son iguales, es decir m = 1, el dominio elástico 
coincide con el obtenido en el criterio de Tresca. 

7.2.3. Criterio de Drucker - Prager 

El criterio ele Drucker - Prager es una generalización del criterio de von 
Mises que incluye la parte esférica del estado de esfuerzos y por lo tanto 
la energía de deformación por extensión de un punto material. 

Se puede definir el esfuerzo de Drucker - Prager como un esfuerzo 
equivalente particular de este criterio de la forma: 

° dp = ce f + ~ J 2 (7.33) 

donde a es el coeficiente de fricción intema del material, /, es el 
primer invariante del tensor de esfuerzos y 7, es el segundo invariante 
del tensor de esfuerzos desviadores, de tal forma que: 

17 dp = a + °"( 2 ) + 17 (3) ) + 

, r 2 2 (7.34) 

+ ¿IW) ~ a (2)) +(0-(2) -^(3))" +(0’(1, -^(3))T 

El criterio de Drucker - Prager a partir de ensayos uniaxiales 
establece que la fractura de un punto material, comienza cuando el 
esfuerzo de Drucker - Prager en un estado tridimensional a dp es igual al 
esfuerzo de Drucker - Prager <j obtenido en dos ensayos uniaxiales, 
los cuales alcanzan el esfuerzo límite a tracción uniaxial a ut y el esfuerzo 
límite a compresión uniaxial er uc . 

Sustituyendo las componentes principales de esfuerzo 
<j (] , =cr uf ,cr 2) =cr (3) =0 en la Ecuación (7.34), se obtiene el esfuerzo de 
Drucker - Prager cuando comienza la fractura en un ensayo de tracción 
de la forma: 


(7™ = (a + ^)ej, ir ( 7 . 35 ) 

De igual manera, cuando comienza la fractura en un ensayo a 
compresión, las componentes de esfuerzo principal son 
<7 (1) =-cr (C ,cr (2) =cr (3) = 0 y en consecuencia el esfuerzo de Drucker - 
Prager es igual a: 
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°dp 


(-«+7 3 K 


(7.36) 


Igualando las Ecuaciones (7.35) y (7.36), se obtiene el coeficiente de 
fricción interna y el esfuerzo máximo de Drucker - Prager de la forma: 


(m -1) ^ = 2 ma ut 

\¡3(m + 1) ’ dp \¡3(m +1) 


cr 


m = 


cr 


(7.37) 


Como se indica en la siguiente ecuación, los parámetros anteriores 
también se pueden calcular a partir de la cohesión c y del ángulo de 
fricción intema del material (j) mostrada en la Figura 7.10. 


a = 


2sin^ 
3(3 -sin 


í) 


max 



6 c eos (j) 
3(3 -siiuj) 


(7.38) 


En este criterio todo punto material tiene comportamiento elástico si 
su estado de esfuerzos cumple con la siguiente condición: 


_ , _max 

a clp < a dp 


(7.39) 


es decir, 

a (^(1) + C! ’(2) + °"(3) ) + 

+ f¡6 [^(D _ í7 (2) ) + ( <7 (2) 


cr, 


( 3 ) 


) 2 + ( < 7 ( 1 ) _ fT ( 3 )) 2 ]’ 


< cr 


dp 


(7.40) 


Como lo muestra la Figura 7.13, este criterio se representa mediante 
un cono cuyo eje corresponde con la línea cr (1) =cr (2) =cr (3) en el espacio 
de los esfuerzos principales. 


°’( 2 ) 


Drucker — Prager a partir q- 
de ensayos uniaxiales 

\ I Mohr - 



Figura 7.13. Criterios de fallo material. Dominio elástico del criterio de Drucker - 
Prager para un estado tridimensional de esfuerzos: (a) vista general, (b) plano 
normal al eje hidrostático. 














Elementos de la mecánica del medio continuo para cuerpos sólidos. Volumen 1 


252 


En condición plana de esfuerzos sobre el plano x,x 2 para el cual 
<j (3) = 0, el criterio Drucker - Prager se reduce a: 

«fon + o- (2 ))+ - a (1) a (2) + af 2 -< a ™ (7.41) 

La región mostrada en la Figura 7.14(a) y (b) corresponde a todo 
estado plano de esfuerzos para el cual el comportamiento del material es 
elástico de acuerdo con el criterio de Drucker - Prager. La diferencia 
con el criterio de Mohr - Coulomb indicado con la línea clara es 
importante cuando ambos esfuerzos principales son negativos. 



de ensayos biaxiales 

Figura 7.14. Criterios de fallo material: dominio elástico del criterio de Drucker - 
Prager, para un estado plano de esfuerzos con tracción y compresión diferenciada: 
(a) a partir de ensayos uniaxiales con relación entre resistencias menor a 3, (b) a 
partir de ensayos uniaxiales con relación entre resistencias mayor a 3 y (c) a partir 
de ensayos biaxiales. 


En general, el factor m determina si la función del contorno del 
dominio elástico es elíptica, parabólica o hiperbólica. Para valores de m 
superiores a 3 la función es hiperbólica mostrando un dominio infinito 
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cuando los esfuerzos principales son negativos, como se ilustra en la 
Figura 7.14(b). En cambio si m < 3 la función puede ser parabólica o 
elíptica, como lo se observa en la Figura 7.14(a). Para el caso particular 
en el cual los esfuerzos a tracción y compresión en el límite elástico son 
iguales, es decir m = 1, el dominio elástico coincide con el obtenido en el 
criterio de von Mises. 

Con el fin de acotar el dominio elástico en compresión biaxial cuando 
la relación entre las resistencias es mayor a 3, se define la siguiente 
modalidad en el criterio. 

El criterio de Drucker - Prager a partir de ensayos biaxiales 
establece que la fractura de un punto material comienza, cuando el 
esfuerzo de Drucker - Prager en un estado tridimensional a dp es igual al 
esfuerzo de Drucker - Prager cr™ obtenido en dos ensayos biaxiales 
donde cr (1) = a r) , los cuales alcanzan un esfuerzo límite biaxial a tracción 
<j ubt y el esfuerzo límite biaxial a compresión <j líbc . 

Sustituyendo las componentes principales de esfuerzo 
cr a ) = cr„ 6f ,(J( 2 ) = cr H¿í ,(j( 3 ) = 0 en la Ecuación (7.34), se obtiene el 
esfuerzo de Drucker - Prager cuando comienza la fractura en un ensayo 
de tracción biaxial de la forma: 


o,7=(2a+ E)o-, 


ubt 


(7.42) 


De igual manera, cuando comienza la fractura en un ensayo a 
compresión biaxial, las componentes de esfuerzo principal son 
O’ (l) =-cr ubc ,a (2) =-a ubc ,a (3) =0 y en consecuencia el esfuerzo de 
Drucker - Prager es igual a: 

a7=(-2« + J r K ¿c (7.43) 


Igualando las ecuaciones (7.42) y (7.43), se obtiene el coeficiente de 
fricción interna y el esfuerzo máximo de Drucker - Prager de la forma: 


0 m p - 1 ) 
2\¡3{m p +1) 


_max 

^dp — 


2 ™ P °ub, 

3(m ;) +1) 


m 


cr , 

ubc 
^ubt 


(7.44) 


El plano normal al eje hidrostático en estados de esfuerzos 
tridimensionales de la Figura 7.13(b), ilustra el contorno de la superficie 
de fallo de este criterio a partir de los ensayos biaxiales. Se observa un 
dominio elástico menor que el obtenido a partir de ensayos uniaxiales. 

Asimismo, la Figura 7.14(c) muestra el dominio elástico en condición 
plana de esfuerzos del criterio de Drucker - Prager a partir de los ensayos 
biaxiales, independiente de la relación entre resistencias m p . 




Capítulo 8 
Torsión pura en barras 

prismáticas 


Este capítulo describe el comportamiento elástico lineal de una barra 
prismática de sección transversal arbitraria sometida a torsión pura a lo 
largo de su eje longitudinal, mediante el método Semi - inverso de Saint 
- Venant (Lai & Saibel 1965; Timoshenko & Goodier 1970; Ortiz 1998). 
Este método permite calcular los esfuerzos y las deformaciones 
producidas por torsión pura para todo punto material del sólido. 

Coulomb en 1784 estableció el comportamiento de barras de sección 
circular sometida a torsión y demostró la ausencia de alabeo. 
Posteriormente Navier en 1826 generalizó de forma aproximada lo 
propuesto por Coulomb para cualquier forma de sección transversal. 
Finalmente en 1855, Saint - Venant preocupado por la importancia del 
alabeo, elaboró un método para calcular esfuerzos, basado en la analogía 
de la membrana propuesta por Prandtl. 

Con excepción de las barras prismáticas de sección circular y de los 
miembros de pared delgada, los elementos sometidos a torsión pura 
presentan alabeo, es decir, las secciones planas antes de aplicar el 
momento torsor, no se mantienen planas en su condición deformada como 
lo indica la Figura 8.1. 

El método Semi-inverso está planteado para cualquier geometría de la 
sección transversal, sin embargo analíticamente solo se ha llegado a 
establecer la solución para secciones transversales sencillas como 
elípticas, rectangulares y triangulares. Utilizando el método de los 
elementos finitos no hay limitaciones en la forma de la sección transversal 
de la barra. 
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Figura 8.1. Deformación de una barra de sección transversal rectangular sometida 
a torsión pura. 


La primera hipótesis establece que la configuración deformada de 
cualquier sección recta es un giro alrededor del eje longitudinal de la 
barra, acompañado de un alabeo igual en todas las secciones. 

En la Figura 8.2 las líneas punteadas muestran la barra antes de 
aplicar los momentos torsionales, mientras que las líneas continuas 
indican su condición deformada. En el plano x 2 x 3 se observa un grupo 
de curvas paralelas entre sí que describen la componente del 
desplazamiento en dirección x 3 denominada alabeo e indicada como u : . 



Figura 8.2. Alabeo y giro de la sección transversal de una barra sometida a torsión 
pura. 
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Al mismo tiempo, en el plano x,x 2 se muestra un desplazamiento 
angular a de toda la sección transversal. 

La segunda hipótesis afirma que el ángulo de giro de la sección varía 
linealmente con respecto a x 3 , siendo 9 es el ángulo de torsión por 
unidad de longitud. En la Figura 8.3 se observa como la sección 
transversal a una distancia x 3 , ha girado un ángulo a = 9x 3 con respecto 
a la sección del extremo izquierdo de la barra. En consecuencia, el valor 
máximo del ángulo de torsión se obtiene cuando x 3 es igual L. 



Figura 8.3. Ángulo de giro de la sección transversal de una barra sometida a 
torsión. 


8.1. Definición del campo de los 
desplazamientos 


A continuación se define el vector de desplazamiento u(x p x 2 ,x 3 ) en cada 
punto material de una barra prismática sometida a torsión. 

El alabeo u 3 mostrado en la Figura 8.2, es igual en todas las 
secciones, reflejando su independencia con respecto a la posición x 3 . 
Asimismo, u 3 es directamente proporcional al ángulo de torsión por 
unidad de longitud 9 y en consecuencia puede expresarse como: 

w 3 (x p x 2 ) = 6 ^(x p x 2 ) (8.1) 

siendo <p(x p x 2 ) la función continua definida en el espacio de toda 
sección transversal denominada función de alabeo. 

Después de aplicado el momento torsor sobre el eje de la barra, la 
sección transversal gira un ángulo de magnitud a , mientras que un punto 
material A se desplaza a una posición B, como se indica en la Figura 
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8*4(a). La trayectoria del desplazamiento AB se puede considerar 
aproximadamente igual al arco dado por el radio p y el ángulo 6, de la 
forma: 


S^pa = p0x 3 (8.2) 

La Figura 8.4(b) muestra las componentes del desplazamiento u x ,u 2 
en el plano x,x 2 , las cuales corresponden a: 

u. = -8 sin B = -pOx, sin B 

a a r (83) 

u 2 = ó eos p = pOx 3 eos p 



Figura 8.4. Desplazamiento de un punto material de la sección transversal de una 
barra sometida a torsión pura: (a) vista general, (b) detalle de la relación de 
ángulos. 

Dado que las componentes del vector posición del punto A en la 
sección transversal son iguales a: 

Xj = p eos p , x 2 = / 2 sin ¡3 (8.4) 

las componentes de desplazamiento corresponden a: 

u x (x 2 ,x 3 ) = -Ox 2 x 3 

U 2 (x pXj) = 0X x X 3 

u 3 (x p x 2 ) = d(p(x p x 2 ) 


(8.5) 
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8.2. Relación deformación - desplazamiento 


Como se indicó en el Apartado 6.1.2, las componentes del campo 
tensorial de la deformación infinitesimal se pueden expresar en función 
del campo vectorial de los desplazamientos. Sustituyendo la Ecuación 
(8.5) en la Expresión (6.3) se obtiene que: 



du 3 

dx l 

du 2 

dx 2 

du 3 

dx 3 


= 0 

= 0 

= 0 


y 23 

Zl3 = 

7X2 = 


du, 

— 7 + 

dx 3 

du, 

1 + 

8x 3 

du, 

—f + 

dx 2 


du 3 

dx 2 

du 3 
dx 1 
du 2 
dx x 


= 0 


= e\ 
= o 


Xj + 

V 

í 

- X, 


dtp ' 

dx 2y 

+ d(p' 

dx i. 


( 8 . 6 ) 


Se observa que las únicas componentes de deformación diferentes de 
cero son las deformaciones tangenciales en los planos x 2 x 3 y x 1 x 3 . 


8.3. Relación esfuerzo - deformación 


Como se indicó en el Apartado 6.1.3, para un material de comportamiento 
elástico lineal isótropo, las componentes del campo tensorial de los 
esfuerzos se pueden expresar en términos de las componentes del tensor 
de deformaciones infinitesimales. Sustituyendo la expresión anterior en 
la ecuación constitutiva (6.5) se obtiene: 
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cf ll á(e n + £ 2 2 + £33)+2//ÍH 0 

®22 ~ 1 ^22 ^ 33 )"*" 2/^22 ~ ^ 

(J33 = 1 + S 22 “I" ^33) 2 JUS 33 — O 


<T 


23 


f 

= 2^23 = A7 2 3 = 

V 


x 1 + 


dcp ' 

dx 2 , 


0-13 = 2 ^i 3 = M/n 


= m 


-x 2 + 


dcp 

dx 1 


0-12 = 2^2 = ^12 = o 


(8.7) 


Con el resultado anterior se demuestra una de las consideraciones 
planteada por el método de Saint-Venant, la cual establece la presencia 
exclusiva de los esfuerzos cortantes ov, ya 13 . 


8.4. Ecuaciones de equilibrio 


Sustituyendo las componentes de esfuerzo en las ecuaciones de equilibrio 
estático para un punto material presentadas en el Apartado 6.1.1, se llega 
al siguiente resultado despreciando las fuerzas de cuerpo: 


d(T u da 21 da 31 _ 


= 0 


dx l 

dx 2 

dx 3 


da l2 

+ aC *22 

5cr„ 

+ 32 = 

= 0 

dx l 

dx 2 

dx 3 


dcr n 

+ aa 23 

+ , 

= 0 

dx x 

dx 2 

dx 3 



0 = 0 


0 = 0 


( 8 . 8 ) 


liO 


d^cp i d"cp 

V^l 


2 a *2 y 


= 0 


De la última expresión se obtiene una ecuación diferencial en términos 
de la función de alabeo. Dado que las condiciones de borde de la función 
de alabeo son desconocidas no es posible solucionar tal ecuación 
diferencial. 

Se define la función de Prandtl como una función escalar continua 
(j){x v xf), cuyas derivadas con respecto a la posición determinan las 
componentes de esfuerzo cortante así: 


^23 _ 


dx 1 


ÍJ 13 — 


dcj) 

8x n 


(8.9) 
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Derivando las componentes de esfuerzo cr 23 y cr 13 con respecto a x, y 
a x 2 respectivamente, se tiene que: 


23 

dx¡ 

dcr n 

dx 2 


d 2 <j> 

dxf 


= /u6 


1 + 


d 2 </> 

dx¡ 


= m 


-i + 


-,2 X 

O (p 

dx x dx 2 

rs2 \ 

O (p 

dx x dx 2 


( 8 . 10 ) 


Sumando las derivadas de la función </>, con el fin de eliminar la 
derivada de la función de alabeo cp , se tiene que: 


d 2 (¡) | d 2 (¡) 

dx 2 dx\ 


= ~m 


i+ 


d 2 <p 

dx t dx 


+ /uO 


2 J 


v dx x dx 2 j 


= -2 juO (8.11) 


Ordenando los términos de la expresión anterior, se obtiene la 
siguiente ecuación diferencial de segundo orden en términos de la función 
de Prandtl: 


d 2 </> 
dx[ + 


d 2 (f> 

dx\ 


+ 2/u6 = 0 


( 8 . 12 ) 


Dicha función tiene condiciones de borde definidas en el contorno del 
dominio de la ecuación diferencial. 


8.5. Condiciones de borde 


Se considera como condición de borde que las fuerzas de superficie sobre 
el contorno del sólido son nulas, por lo tanto, el vector tracción que actúa 
sobre una superficie de normal n en el contorno debe ser igual a cero, es 
decir: 


t]=t ( f=n i a v = 0 (8.13) 

Las componentes del vector normal al contorno corresponden a: 

n x = eos 6 n , n 2 = sin 6 n , « 3 = 0 (8.14) 

siendo 0 n el ángulo conformado entre el eje x x y el vector n como se 
muestra en la Figura 8.5(a). De acuerdo con las relaciones 
trigonométricas dadas en el elemento diferencial sobre el contorno 
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indicado en la Figura 8.5(b), las componentes de n se pueden escribir de 
la forma: 


«i 


dx 2 

ds 


dx t 

ds 


« 3 = 0 


(8.15) 


Sustituyendo la expresión anterior y la Ecuación (8.9) en la Ecuación 
(8.13), se tiene: 


UjCTj j + n 0 cr 2 j + n^a 3l 

= 0 

-> 

0 = 0 

n i&\2 n 2^22 n 3^32 

= 0 

-> 

0 = 0 

/ijCTjj + n 2 (jr, 2 + n 2 <J 22 

= 0 

-> 

dx 2 d</> + dx l d</> 
ds dx 2 ds dx ¡ 


(8.16) 


A partir de la ecuación anterior, siendo (j>{x v x 2 ) es una función de 
x 1 ,x 2 y de acuerdo con la regla de la cadena para derivadas parciales, se 
concluye que la condición de borde es de la forma: 


d<p(x x ,x 2 ) _ dtp dx\ + dtp dx 2 _ 
ds dx ¡ ds dx 2 ds 


Vs(x 1 ,x 2 ) e dV 


(8.17) 


donde se observa que la función de Prandtl es constante para todo 
punto material que hace parte del contorno del sólido dV . Por 
comodidad y en concordancia con la analogía de la membrana se 
acostumbra a adoptar un valor de cero de la función de Prandtl en el 
contorno de la sección transversal de la barra. 




Figura 8.5. Condiciones de borde: (a) vista general de la sección transversal de la 
barra, (b) detalle del elemento diferencial en el contorno del sólido. 
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8.6. Analogía de la membrana 


La analogía de la membrana fue desarrollada por Prandtl, con el fin de 
asociar la forma de una membrana sometida a presión uniforme, con el 
comportamiento de la función de esfuerzos en el problema de torsión 
pura. 

En la Figura 8.6 se muestra una membrana homogénea fija en los 
bordes, a la cual se le aplica una presión uniforme hacia arriba. Si q es la 
presión y F es la tensión en los bordes, la ecuación diferencial que 
establece el desplazamiento z de la membrana es igual a: 


a 2 z 5 2 z q . 

—v+—— = 0 

dx x dx 2 F 


( 8 . 18 ) 


teniendo como condición de borde que el desplazamiento en z en el 
contorno es igual a cero. 



Figura 8.6. Analogía de la membrana 

La ecuación diferencial y las condiciones de borde que rigen el 
problema de torsión pura y el de la membrana son análogas entre sí. 
Entonces, es posible considerar como condición de borde del fenómeno 
de torsión un valor de </>(x 1 ,x 2 ) igual a cero en el contomo, con el fin de 
acercar más la analogía de la membrana al problema en cuestión. 

Las pendientes de la membrana después de aplicada la presión 
uniforme z(x v x 2 ) con respecto a x l y x 2 , dadas por las derivadas 
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dz/8x l y 8z. dx 2 , son análogas a los valores de esfuerzo cortante - cr 23 y 
<t 13 en el problema de torsión pura de barras prismáticas. 


8.7. Momento torsor 


El momento externo T aplicado alrededor del eje longitudinal de la barra, 
debe ser igual al momento interno generado por los esfuerzos cortantes 
er 23 y cr 13 . Como se muestra en la Figura 8.7, en un elemento 
diferencial de área sobre la sección transversal se producen las fuerzas 
intemas dF x = <j 23 dA y dF 2 =a u dA, que a su vez generan los siguientes 
momentos intemos. 

dT = dT ] + dT 2 = {<3 23 X\ - cr, 3 x 2 )dA (8.19) 



Figura 8.7. Momento interno producido por los esfuerzos cortantes en un elemento 
diferencial de área sobre la sección transversal de la barra. 


Igualando el momento externo con el momento interno en toda el área 
de la sección transversal, se obtiene: 


T = jV 2 3 *i ~o- l3 x 2 )dA = J 


d(j) d(j) 


= - x,- 


dx 1 1 dx. 




dA 


■2 y 


T = - [[ x, c/x, dx 2 - [[ °^-x 2 dx j dx. 

J J J J p) v 


dtp 


( 8 . 20 ) 


fíx, 


Sean h y v dos funciones continuas, la integración por partes establece 
que: 
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J h dv = - J v dh + hv 


( 8 . 21 ) 


Aplicando la expresión anterior, se tiene que los términos a la derecha 
de la igualdad en la Ecuación (8.20) corresponden a: 

- J J x x — dx x dx*, =-[(-[ (j)dx x + x l (p)dx 2 

\ dx i ) 


= jj (/) dx x dx 2 - J A', (f> dx 2 = JJ (j)dx x dx 2 - J x x (¡) eos 6 n ds 


~\{\ x 


d(f> 

2 X Ll -^2 


dx. 


V dX 2 J 


dx y = -J (- J (j)dx 2 + x 2 (f)dx j 


( 8 . 22 ) 


= JJ (/)dx t dx 2 -\x 2 (¡) dx ] = JJ (j)dx x dx 2 + J .i' 2 (f) sin 6 n ds 

Como se indica en la Figura 8.5(b) los diferenciales dx 2 y dx ] en el 
contorno son iguales a: 


dx 2 = eos 6 n ds , dx t =-sin 6 n ds 


(8.23) 


Por lo tanto la Ecuación (8.20) se reduce a la siguiente expresión: 
T = JJ (j)dx x dx 2 -\x x (j) eos 9 n ds + JJ (j)dx x dx 2 + J x 2 (f> sin 6 n ds 

= 2j[ (f>dx x dx 2 + J (¡){x 2 sin 6 n - x x eos 0 n ) ds 


(8.24) 


Siendo tan 6 n = x x x 2 en el contorno de la barra la segunda integral de 
la ecuación anterior se anula. En conclusión el momento torsor se puede 
expresar de la forma: 


T = 2jJ (f> dx x dx 2 = 2| (f) dA 


(8.25) 


De acuerdo con la analogía de la membrana, el momento torsor T es 
equivalente al doble del volumen que encierra la membrana. 
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8.8. Barra de sección transversal circular 
sometida a torsión pura 

Una barra prismática de sección transversal circular de radio r, se somete 
a un par de momentos torsores T en sus extremos de igual magnitud y 
sentido contrario como lo ilustra la Figura 8.8(a). El eje longitudinal de 
la barra coincide con la dirección x 3 y la sección transversal está 
contenida en el plano x x x 2 . 


T 



Figura 8.8. Barra de sección transversal circular sometida a torsión pura: (a) 
esquema general, (b) sección transversal y distribución de esfuerzos cortantes. 

Se escoge una función de Prandtl que cumple con la condición de 
borde (j)(x x ,x 2 ) = 0 para todos los puntos materiales en el contorno de la 
sección transversal x x + x 2 = r 2 , de la forma: 


<¡){x x ,x 2 ) = c, (xf +x 2 -r^) 


(8.26) 


Asimismo, se establece el valor de la constante c\ sustituyendo la 
función de Prandtl escogida en la Ecuación (8.12), así: 



(8.27) 


4q + 2 jud = 0 —» q = - \ /u6 
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Como lo indica la Ecuación (8.25), el momento torsor actuante en la 
barra es el doble de la integral de la función de Prandtl en el área de la 
sección transversal. Para una sección circular se tiene que: 


r =-/'€,í-te (xf + x 2 - r 1 ) dx [ dx 2 = /u6 


Tur 


(8.28) 


La expresión anterior permite establecer una relación entre momento 
torsor T y el ángulo que gira la sección transversal por unidad de longitud 
6 , de la forma: 


T = juJd (8.29) 

donde el parámetro J es una propiedad geométrica de la sección 
transversal conocida como constante torsional. En particular, para barras 
de sección transversal circular tal parámetro es igual a: 

TW^ 

J = (8.30) 

2 

y coincide con el momento polar de inercia. 

Las componentes de esfuerzo cortante sobre la sección transversal se 
obtienen sustituyendo en la Ecuación (8.9) a la función de Prandtl 
obtenida en la Ecuación (8.26), así: 

d(j) a d(¡) 

a 23 = -— 7 = /J0^ , <Tn = -r— = -M0x 2 (8.31) 

C/Aj t/A 2 

La distribución de los esfuerzos cortantes sobre los ejes x v x 2 se 
ilustra en la Figura 8.8(b). 


8.9. Barra de sección transversal rectangular 
sometida a torsión pura 


Una barra prismática de sección transversal rectangular de base a y altura 
b, se somete a un par de momentos torsores T en sus extremos de igual 
magnitud y sentido contrario como lo ilustra la Figura 8.9(a). El eje 
longitudinal de la barra coincide con la dirección x 3 y la sección 
transversal está contenida en el plano x x x 2 . 
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Figura 8.9. Barra de sección transversal rectangular sometida a torsión pura: (a) 
esquema general, (b) sección transversal y distribución de esfuerzos cortantes. 


Se escoge una función de Prandtl que corresponde a una serie infinita 
que es solución de la ecuación diferencial ( 8 . 12 ), de la forma: 


oo 

(/){x l ,x 2 )= X 

«=1,3,5 


( 

z„(^) eos 

V 


nnx 2 s 
b y 


(8.32) 


donde Z n (x¡) es una función exclusiva de x ,. La función <f> adoptada 
cumple con la simetría esperada con respecto a los ejes x 1 y x 2 . 
Asimismo, tal función es igual a cero en los puntos del contomo 
x 2 =±\b , y además se cumple que: 


I 

«=1,3,5,.. 


Id 4 


f n7tx 2 \ 

(- 1 ) 2 — 

eos 

z 

7 17T 


v b )_ 


= 1 \/x 2 \{-\b<x 2 <\b) ( 8 . 33 ) 


A continuación se calculan las segundas derivadas de la función de 
Prandtl con respecto a jc, y i 2 y se remplaza al término 2/u6 por la serie 
de la ecuación anterior multiplicado por ese mismo factor. Ahora, se 
sustituyen las expresiones calculadas en la ecuación diferencial ( 8 . 12 ), 
obteniendo lo siguiente: 


I 


«=1,3,5,... 



2 2 

n n 


z„+(-D 2 


S/jd 

n/r 


eos 


HKX^ 


= 0 


(8.34) 


Para cumplir la ecuación anterior, se escoge una función Z n (x¡) que 
anule los términos eos (nnx 2 lb) para todo n. En cosecuencia, la 
condición se reduce a: 


























Torsión pura en barras prismáticas 


269 


a 2 Z„ «V y , .. V8//0 n , 

~T —-r 2 -Z n +(-l) “ - =0 n = 1,3,5, •••,oo 

ox, b nn 


(8.35) 


La ecuación anterior representa un sistema de ecuaciones diferenciales 
no homogéneas en función de x x , cuya solución general es de la forma: 


Z„ = c, sinh 


nnx 


c 2 cosh 


nnx. 


\ 


n +1 


7 1 +(-l) 2 
b ) 


Sju£b 2 

3 3 

n n 


= 0 (8.36) 


Las constantes de integración de la función Z n se obtienen aplicando 
las siguientes condiciones de borde. La simetría de la superficie alabeada 
con respecto al centro de torsión O requiere que q = 0 y un valor de cero 
de la función de Pradtl para x l =±a/ 2, establece que: 


n +1 

c 2 = -(-1)^ 


S/u6b 2 


n 3 n 3 cosh 


^ n mi ^ 


(8.37) 


En consecuencia, la función Z n y la función de Prandtl son iguales a: 


z„=(-D 2 


8¡u6b 2 

3 3 

n n 


cosh 


U7DC, 


1- 


cosh 


í nm^ 


2b 


= 0 


(8.38) 


, 8 ju6b 2 ® 

</>= 3 X 

TC «=1,3,5 


n +1 


(- 1 ) 
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cosh 


1- 


nnx. 


cosh 


V b j 

IM 

v 2b 
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nnx , 


J ) 


(8.39) 


Tarea 
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